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PREAMBUIL0.

El presente curso de Algebra Lineal y Geometria, sigue el
temario ofioial correspondiente @ la ssignatura de Algebra Li-
neal, del Curso Selectivo (Facultades de Cienciss y Escuelas
Técnicas Superiores).

Eotd redactado sobre las lecoiones explicadas por el su-
tor durante el curso 1968-69, en la Pacultad de Cienciss de la
Universidad de Zaragoza.

Un curso como el que nos ocups, ha de proporcicmar una
serie de comocimientos necesarios, pero ha de hacerlo de mane-
ra que su adquisioién sea medio de formacién mental, y do.de-
sarrollo de la-capacidad oreadora. Infornacién y formaoién som
los dos objetivos & alcanzar, en cuyo adecuado equilibrio estd
1a clave del éxito; se complementan de tal modo, que la desa-
‘tencién a cuslquiera de ellos, priva sutométicemente al otro
de una ayuda impresoindible.

Asi, dar un curso ein seguir ningdn libro en particular,
obliga al alumo e tomar y revisar apuntes, lo cual tiene la
virtud de ser muy formativo. Pero tieme el defecto de comsti-
tuir wna tarea que, al menos en 1° y 2° afio, pocos alumos
son capaces de. realizar con suficiente perfeccién; pars la
mayorfa resulta wn obstéculo en vez de una ayuda.

A1 otro extremo

té o1 apoyar el curso en wn 1ibro de
que da pocas al alumo de
discurrir en forma original, y le impulss a una actitud pasive.
Ello se incrementa si la clase no afiade nada muevo a lo expli-
©ado en el 1ibro.

la posicién intermedia hoy mds admitida, considera comve-
niente que el alumo disponga de wn texto del curso, pero es—



I

erito de manera que, por wn lado, le sirva de ayuda en las
cuestiones mds dificiles para 61, y por otro le impulse a de-
sarrollar su capacidad creadora, dejando & su cuidado la reso-
lucién de las cuestiones més sencillas.

Con esta intencién esté redactado el presente curso, en
61 cual se proponen contimuemente demostraciones cuys realiza-
cién tima sccesible a les posibilidades del alumo. Puede
s6r que en algin caso hayamos estimado 2doil 1o que es Aiffoil,
¥ viceversa, poro el conjunto de lo expuesto y lo propuesto
creemos que presenta una proporcién equilibrada.

Innecesario parece advertir, sunque en realidad si es me-
cesario, que todo el plan de formaoién del alumo se viens aba-
o, 81 este rehuye la resolucién de las cusstiones, por como-
4idad 6 por ganer tiempo, scogiéudose al fdoil recure> de leer-
las resueltas. la experiencia indica que es my fusrte esta
tentacin, & pesar de

r sincero su deseo de formarse. Por
o cual, debe estar prevenido contra ella.

Finalnente, una observacién técnica. En los cursos de ini-
clacién al Algebra Lineal, como este, es frecuente ver inoluido
y utilizado el concepto de espacio vectorial dual y el de apli-
cacién lineal adjunta. Rosotros lo hemos considerado innecesa-
rio, y oreemos que su lugar més adecuado es em un 2° curso de
Algebra lineal.

Zaregoza, 1969.
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LECCION 1

1.CONJUNTO. NOTACIONES.

Ia nocién de conjunto es "primitiva”, esto es, cualquier ex-
plicacién sobre el significado de la palsbra conjunto, utilizaria
conceptos mds complicados que el que se pretende defimir. Lo mis-
mo sucede con la mayoris de las palabras que designen conceptos
fundementales de 1a mente humana, Esta imposibilidsd de precisar
ol significado de tales palabras, viene compensadd por el hecho
de que en la prdctice, existe una coincidencia suficiente sobre
el sentido que cada persona de & la palabra en cuestin.

Asi sucede en particular, con la palabra conjusto y con las
que indicen los conceptos mds elementales anejos: elemento de wi
conjunto y pertenecer a un conjunto.

Notemos que, teniendo cuslquier palabra algunas sindnimas,
cuanto més estas fundamentales. Conjunto, coleccin, clase, fa-
nilia, sistems, son sinénimos en el lenguaje ordimario. To mis-
mo sucede con: elemento, miembro, objeto. Tembien: pertenscer a,

ser de, estar contenido en, estar incluido en.

Notaciones

Interesa emuncier a contimuacin, el sigaificedo de cler-
tos simbolos escritos, miy Wtiles por su cardcter abreviatorio.
o solo se usan los sfmbolos con gran profusién en Mateméticas,
sino que constituyen en realidad uno de los instrumentos mds ti-
Pleos y eficaces de la Matemdtica. Comencemos citendo los si-
guientes:

a € B, significa: a es elemento del conjunto E.

a £ B, denote que mo pertensce & E.

E = {a, b, 0} , significa: el conjunto B

; clementos 8, b, S.
E={a, b, ...} , indica que E se compons de los elementos
2, b, ¥ otros.

compone de los




Algumos conjuntos cuyo uso es frecuente, se designan con
sinbolos determinados:

N#= conjunto de los mimeros naturales.

N = §* nds el cero.

2 = conjunto de Jos mimeros emteros.

Q = conjunto de los racionales.

R = conjunto de los mimeros reales.

€ = conjunto de los mimeros complejos.

THBOLO:

E1 concepto "proposicién” es tambien bésico. Se suele enten-
der por tal, la expresién de que sucede un hecho. Si este real-
mente sucede, la proposicién se dice verdadera, y en caso con-
+trario false,

Pues bien, 81 siempre que una proposicién J es verdaders,
tambien lo es otra K, se dice que J implica K ; en tal caso, J
es condicién suficiente para que se cumpla K, ¥ K n
ra que se cumpla J. Se escribe:

Ik (implicacién 1dgica).
Cuando no solo J implica K, sino que ademds K implica J, las
3y K se dicen 3 enton-

ces, el hecho J sucede si y solo si eucede el K; tambien se dice
que 7 es condicién necessria y suficiente para que se cuspla K.
Se escrtbe:

ERER (equivalencia 16gica).

Cuando un elemento @ de un canjunto E, es sujeto de una pro-
posicién J, se dice que g tiene la cualidad § propiedad P expre-
sada por J. Tambien se dice: & es tal que tiene P (6 cumpl
rifica, satisface a P). Se escribe:

a)atiens P, 6: a|a cumleP.
Por ojemplo, fa | @ €% , & < O} = conjunto de los mimeros emte-
ros negativos.

Vo

Una menera miy frecuente de definir un conjunto E, coneis-
te en dar una serie de propiedades que solo poseen, todas, los
elementos de E. En el ejemplo precedente, el conjunto viene de-



f1ntdo por dsa proptetates. Otrss vesss, visns &ado por una ace
la, que se dice propiedad caracteristica del conjunto.

Stsbelos cuantiricatores

St extato algta siearmto do v oamfita I, qus osse 1a pro-
plotad ?, s1lo se tntica ssts

(3 a €E) & cumple P.

Si existe solo uno, 3 se sustituye por 3 . Si no existe ninguno,
o0 pono. § on Tnger &0 3.

Pinalnente, cuando todos los elementos de E cumplen P, se
Fasiiteg (4 & €E) a cumple P.
‘EJERCICTO:

1.Expresar con ayuds de los simbolos precedentes, implicaciones,
equivalencias y conjuntos definidos mediante propiedades.

3.SUBCONJUNTOS. INTERSECCION ¥ REUNIG

Un conjunto A se dice subconjunto de un conjunto B, si cada
elemento de A 1o es de . Tambien se dice entonces, que A estd
contenido en B, 6 que es una parte de E. Se esorive:

ACE, 6 EOA

Segtn esto, EC E , pero en tal caso decinos que la inelusion
no es estriota. Cuando AC E , y E posee algin elemento que o
es do A (4 £ E), so dice que la inclusién es estricta, y que A
o8 subconjunto propio de E.

Fotamos que:

ACE y BEcA A=E
Esta doble inclusién ee el oriterio més usedo para probar quo
408 conjuntos son el miamo.

Ta coleccidn de todos los subconjuntos de E, es wn conjunto
cuyos elementos son dichos suboonjuntos, y @e susle designar con
61 nombre de conjunto de las partes de E ; se escribe B(E). Su
estudio e my. importante, como veremos en lo sucésivo.

DEFINICION 1: Dado un suboonjunto A de E, se llama gomple-
mentario de A (respecto de E), al conjunto de los elementos do E
que 10 son de A. Te indicaremos: A°,



Es claro que cada subconjunto propio de E posee wn cample-
mentarto. En cuanto al suboonjunto E, su complementario no po
elemento algwo, y cabe considerar que mo existe E° ; sin embar-
a excepoién serfa inodmoda en el estudio de R(E) ,
"E posee camplementario E° 7 Be-

&0, camo
se acepta el convenio siguient
‘te conjunto, caracterizado por no poseer ningin elemento, recibe
o1 noabre de conjmto vacio, y se indica con sl sfmbolo f.

EJERCICIO:
2. Demostrar que (4°)°= A .

DEFINICION 2: Sea {A, B, ...} una femilia de partes de E,
cién de la familia, 6 de los conjuntos de ella,

Se llama in

al conjunto I formado por los elementos comunes a todos los
niembros de la femilia. Se

1=nia n.

En ol caso de dos miembros, si A NB=f , se dice que A

3 B sen disjuntos.
DEFINICION 3: Se dice rewnién de una familia de partes de
E, al conjunto U compuesto por los elementos que pertenecen &
una (al menos) de dichas partes. Se escribe:
U=U{AB,...3=AUBU... .

EJERCTONO:
3. Demostrar que: B=A° <> AUB=E y ANB=§.
DEPINICION 4 Una particién de wn conjunto E, oo wa familis ¥
o partes do E, fial que cads elemento do E pertensce a wd y so-
1o un niembro de X. Ios subconjuntos en que queds asi dividido
E, es deoir, los elementos de ¥, se dican clases de la particidn.

BJERCICIOS:

4. Dar ejemplos diversos de particiones.

5. Probar que ¥ es una particién de E, si y solo si cumple: 1°)
La reunién de ¥ es igual a E; 2°) cada dos miembros de ¥ son
disjuntos.

6. Definir mediante simbolos, los conjuntos: A® , AN B, AU B.



7. Demostrar que: 4 € B <=> 3°c A°.

4.CONJUNTO_PRODUCTO

Ilemaremos par (a,b) @ un conjunto de dos objetos 8 ¥ b,
donde g estd sefialado como primero y b como segundo. Bs deoir,
(%) # (b,a) en general.

Este os wno de los muchos ojemplos en que una palsbra (aqui
par) no tiens exactemente el mimo significado en el lengusje
corrients que en Matemiticas; oonviene estar avisado sobre este
particular, porque induce fécilmante a confusiones.

Analoganente, 1lamaremos terna (a,b,c) & un conjunto de tres
objotos, donde @ estd considerado como primero, b como segundo
¥ o como tercero. Siguiendo asf, definiremos custerns, quintupla,
séxtupla, stc. y en gemeral, enctupla (n-tupla).

DEFINICION'5: Dados dos conjuntos E y G, el conjunto de to-
ortenece a £y g @ G, 8o llama

4os 1os pares (o,g) tales quo
conjunto producto de E por G, y tambien producto cartesiano de
E por G. Se esoribe: E x G.

De igual manera se define el conjunto producto Ex
de una n-tupla de conjuntos.

E1 producto de 1 conjuntos igusles & E, se suele esoribvir
£, si no hay lugar a confusién.

EES

EJERCICIO:
8. Dar ejemplos de canjuntos producto.

LECCTON 2

1.APLICACIOR ¥

DEFINICION 1: Dados dos conjuntos A y B, una splicsoién f
deAen3d wna ley, wn oriterio, que permite asociar & cads
elemento @ de A wno ¥ 8010 w0 de B.

E1 conjunto A se dice conjunto inicisl de 2, y el B conjun-
to final.

51 £ asoois el elemento b al elemento

e dice que b es




1a inagen de s (respecto de ), y tembien, que
£en e D. Se escribe emtances:
fa)=b. 6 frar .
Por comodidad tipogréfica escribiremos & veces: fa en lugar
a0 2(a).
Para indicar que f aplicacién de A en B,
f: A > B .

Cuando & y B son conjuntos de mimeros, en vez de la palsbra
aplicacién, se uss & veces el nombre de funcién uniforme 6 uni-
vocs. EJEMPLO: la aplicacién £: R —» B , dada por : £(x) = x°.

S5i Ay B son conjuntos de elementos geométricos, la apli-
caci6n oo una ETRMPLO: 1a
f: plano — plano , dsdas por una homotecis, 6 por una traslacién.

Basten los ejemplos anteriores, para destacar la importan-
cia del comcepto de aplicachén, del que son simples casos par—
+iculares.

pon

DEFINIOION 2: Dada wna aplicacién £: A = B , y una parte
4, do A, o6 llema imagen do A, (por £), y se indica £(4,;), a1
conjunto de las imégemes de todos los elementos de A;.
E1 conjunto £(A) se dice conjunto imagen de f , y se Te-
prosenta tambien por: Im f.
CONVENIO: £(8) = § .
Se comprende que 1 splicacién g: A —> £(4) , tal que:
&(a) = £(a) para todo & de A , es précticamente la mimma f. Sin
embargo, no se considera asi,pues podrfa ocasicmar confusiomes.
Bs decir:
. 3: Dos fysgee !
solamente si tienen el mismo conjunto imicial, el mismo oonjun—
o £inal, y £(a) = g(a) para todo @ del conjunto imicial.

DEFINICION 4: Deda une eplicacién £: A — B , se llama
restricoién de £ & w subconjunto A, de A, a la aplicacién
£,: Ay = B, dada por: £,(a) = £(a) para todo & de 4,. Se es-
eribe: £,= £|a, .




Do acuerdo con la Definicién 2, Im £,= £(4,).

DEPINICION 5: Sea B una parte de B. Se llama imagen inver-
22 (6 reciproca) de B (por £), a1 canguto d 208 elenentos as
X cuys tangen astd omtemida en 3,. o indica: £(3,).

Notemos que £’ mo es aplicacién de B en A, sine 40 B(5) e
2(A). 513, se compone de un solo elemento b , se escribe £(w)

este convenio no au-

en vez de: £ ({b}) , que seria lo correct:
= {1}, igualdad falsa, ya que b s un
elemento y {b} wn conjunto, canceptos distintos.

coRvanto: £7'(8) = £.

toriza a considerar:

EJERCICIOS:

1. Dar ejemplos diversos de aplicaciones.

2. n.nnu- mediante sfmbolos, los conjuntos: t(A‘) yImf,
PRSI0

Demostrar las siguientes propiedades:

Aehy A C2ay) B 3, £ (3) <17 (3, 5

20,0 Ay) = 28 U 2(ay) 5 €718, U 3 =273 U (B 5

e 5 4, s 2780 8,) =273 0 27 (s,).
4. Definir mlgunas aplicaciones en que puede suceder:

£7(8,) = £7(8,) 7 stn embargo: B, A B , . En particular:

£m) =8 7 BF 8.

DEPINICION 6: Una aplicacién £: A —» B , se dice suprayectiva
ei Imf =3B ; esto se indica tembien diciendo que f es aplica-
©ién de A sobre B. Entonce cada elemento de B tieme al menos
una antiimagen.

DEFINICION 7: Una £ se dice inyectiva (6 1-1) si dos ele-
mentos distintos, de A, cualesquiera, tienen imdgenes distintas,
o8 decir, cuando:

(¥a,a'€h) afa = f(a) £ 2(a').
Io cuslequivale a: £ '(fa) = a , para todo @ de A.
51 A es un suboonjunto de E, la splicacién i: A — E ,




dada por: i(s) = @ , es inyectiva, y se llama inolusitn de A en E.
DEFINICION 8: Una £ se dice biyectiva si es al mimmo tiempo

inyectiva y suprayectiva.
la inclusién de E en B

d1ce aplicacién idéntica sobre E ;
Una splicacién biyectiva de un conjunto E sobre sf, se di-

ce permutscién de E, nombre tomado del caso de E finito.

wna aplicacién biyective que s
indica por 1y -

EJERCICIO:
5. Demostrar que £ es biyectiva si dado wn elemento b cualquiera
de B, 3adedf(a) =0

DEFINICION 9: Dada wna f: A —> B biyectiva, la splicacién
B> A, definida por: g(b) = a ) £(a) = b , recibe el nombre

@

do splicacin inversa (6 reciproce) de £, y se suele escribir
e vezrdes

Hotemos que £~' es un sfmbolo que ya se he usado pare indi-
car inagen inversaj portanto, an ol caso de f biyectiva tiene
08 que no ney o poro
en o1 caso de f no biyeotiva, golo admite el sigaificado de la

Definicidn 5.

EIERCICIOS:
6. Probar que 1a aplicacién inversa de wna'f biyectiva,

bien biyectiva.

7. Probar que £ es inyectiva si y solo ai cumpl
9(A1 n AZ) - l(A‘) n f(Az) » para A,k cualesquiers.

8. Probar que si £ es biyectiva, se tieme: £(A°) = [2(4)1°.

DEFINICION 10: Se llama grafo (8 grdfica) de wna splicacién
f: A - B, al conjunto G de todos los pares (a,fa) donde & es
elemento de A. Notemos que G es una parte del conjunto A x B.

Es evidente que G y B definen a f , puesto gue G define al
conjunto A 7 8 1a imagen fa de cads elemento s de A. Tan estre-
cha es pues 1a relacién entre f y G, que algunos sutores esta-
‘blecen la siguiente definicién: "Una eplicacién f es una terna



formaa yor un confumto A, wao B y uma parte G do b , ol que
cats elezento de A aparece como primero e w0 ¥ solo @ par de
o

Si f es una funcién uniforme, por ejemplo de nimeros reales,
obtensaos us gréfios geonétrics do £ sefslando an ua cuadri
1la cartesiana, un punto de coordensdas (a,fs) por cade elemento
46 G5 do abi tom6 G el nosbre de grafo.
2.COMPOSICION DB APLICAGIONES.

Sean f y g dos aplicaciones tales que el conjunto final de
£ es el mismo conjunto inicial de g.

DEFIRICION 11: Dadas dos aplicaciones f: A - B, g: B - C,
queda definida una splicacién h de A en C, mediante: h(a)= g(fa).
Puos bien, esta h recibe el nombre de producto de £ por g (6
compuesta de £ por g). Se indica: h = g.f .

El disgrama siguient

r—ts3
e
a6 dice conmutativo si: b = 6. -

Gbservamcs que, debido a 1a motacin espleads, en la expro-
®ién g.f las aplicaciones aparecen escrites en orden inverso al

de actuacién, que es: primero ¢ y después g.

s de destacar, que el producto de dos splicaciones s0lo
existe cuando cumplen la condicién de: conjunto fimal de la 1%
= conjunto inicial de la 2%, Ee deoir, que esta condicién,no so-
10 es suficiente para la existencia del producto (como establece
1a Definicién 11), sino tambien mecesaris.

Un caso importante en que esta condicién ee cumple siempre,
65 entre aplicaciones de un conjunto E en sf mismo, E1 conjunto
4o estas aplicaciones se indica: X(E,E).

EJERCICIOS:

9. Definir aplicaciones de R en sf, y obtener las aplicaciones
compusstas de cada dos.

10. Definir plicaciones de & x  en sf, y obtener aplicaciones



compuestas de dos.
11, Sea h el producto &.f ; demostrar que o1 £ y g son suprayec-
tivas (inyectivas), b tambien lo es.

E1 concepto de producto de dos eplicaciomes
generalizable al caso de un mimero finito cualquie:

DEFINICION 11 bis: Dadas n aplicaciones £33 A, = Ay yeers
.0 A= A, , tales que el conjunto final de cada wie es el
inicial de la siguiente, la aplicacién h: A=A dada por:
B(a) = £,0, 1(..2,(£;0)..)] se Qice producto de 2, por £, por
<eu yor £, 7 ve esoribe: b= . ... .f, . Bs dech

n= g Ltg(ye).].

EJERCICIO:
12. Sean las aplicaciones f£: A —> B , g B> C , h: C —» D.
Demostrar que: h.(g.f) = (b.g).f .

LECCTON 3

1.RELACION BINARIA.

Sean 4 y B dos conjuntos.
DEFINICION 1: Una relacién binaria R entre A y B (6 sobre
4xB) oo una loy que permite decir, dado cualquier per (a,b) de
4xB , 51 el elemento & estd relacionado con b mediante R, o no.
En caso afirmstivo se escride: a B b , y en el contrario: aRD .
Cuando A = B, 1a Telacién se dice dofinida en A, 6 sobre A.
la frase:"s estd relacionado con b mediante R", que es
aplicable a cuslquier tipo de relacin binaria, se sustituye en
los-casos particulares ms conooidos, por una frase propia del
caso, useda tradicionalmente. Asimismo, el sigao R se sustituye

por wno especifico.

EITRMPLOS:

1.A=B=0Q;alb <> a<b; frase que se empl menor

e b.
2. A = B = conjunto de rectas del plano ordinario; aRb <=> al|
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frase empleada: 8 es paralela a b.
3.A4=B=K; aRb <=> a|b ; frase usada: 3 es divisor de b

DEPINICION 2: Se llama grafo de la relacién R, al conjuato
G de todos los pares (a,b) tales que g esté relacionado con b
mediante R.

Es evidente que dados A y B, G define a R y viceversa, por
1o que es admisible la siguiente definicién: "Una relacién bine
ria entre dos conjuntos A y B, es una parts de AxB", aunque ello
equivale a identificar G y R , lo cual no es rigurosamente cisr-
to.

Es de notar que el grafo de una aplicacién £: A -->B (Defi-
nicien 10, pg. 8) es un subconjunto especial de AXB, y portauto,
define una relacién binaria especial, cuya particularidad res:
de en que cada.elemento de A estd relacionado con wno y 8olo

wno e B.
EJERCICION
1. Dar ejemplos de relaciones binarias entre conjuntos finitos,
3 formar 1os grafos correspondientes. Representar gréfica-
mente dichos grafos.
2.PROPIEDADES QUE PUEDE TENER UNA RELACION BINARIA SOBRE UN
CORTUNTO.
Sea R una relacién binaria sobre un conjunto E.
En los casos mds interesantes, R susle poseer algunas de
siguientos:
DEFINICION 3: Se dice que R es reflexiva, 6 que tiene la
propiedad reflexiva, si se cumple: (¥ a € E) aRa .
DEFINICION 4: Se dice que R es simétrica, 6 que tiens la
propiedad simétrica, cuando: aRb => bRa .
DEFINICION 5: Se dice que R es transitiva, ¢ que tieme la
propiedad transitiva, si: aRb ¥ BRe => aRe .
DEFINICION 6: Se dice que R es sntisimétrics, cuando:

1las propiedade

aRb y BRa = a=b.



EJERCICIOS

2. Dar ejemplos de relaciomes binarias sobre un E, y averiguar
&i tienen o no, alguma 6 algunas de las propiedades anterio-
res.

3. Probar oan un ejemplo, que una R puede ser simétrics y tran-
sitiva, sin ser relexiva.

Fotemos que dada wna aplicacin biyectiva £: A —>B , y uns
relacién binaria R sobre A, queda definida otra S sobre B, me-
aiante: bSb, <=> a,Ra, . Es evidente que S tendrd lao mimmas
propiedades que R.

RELACION DE EQUIVALERC

Soa £ wn congunto.
DEPINICION 7: Une relacién de equivalencis en E ,
relacién bineria R, que ses reflexivi

sinétrica y transitiva.
En tal ceso, aRb se lee: g equivalente a b respecto de R (8 mé-
aulo B). Tembien se a=b(R).

DEFINJCION 8: Dada una relacién R de equivalencia en E, y
un elemento

oride a veo

el conjunto {b| bRW} es una parte de E que se di-
ce clase de equivalencia de & (respecto de R). la indiceremos:
(al.

BJERCICIOS:
4. Dar ejemplos de relaci a v las
clas

4o equivalencia en cada ejemplo.
5. Demostrar que cada dos elementos de una clase de equivalencia,
son equivalentes.

TEOREMA 1: la familia de clas
wna particitn de E.

Demostracién: Cada elemento de g do E pertensce al menos a
1a clase [a) ya que aRa . Para probar que solo pertemece a uns,
supongamos que @ € [b] , es decir, que aRb ; entomces,
xRa =>(por la transitiva) xRb , luego [a] C [b] ; analogemente,
XRb => xRa , luego [b] € [a]. Se comcluye: [al=[b] .<>

e equivalencia de R, es
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COROLARIO 1.1: Cualquier elemento de una clase de equiva-
lencia, la deternina. Por ello, & un elemento de [a] se le dice

tambien, representente de la clase [al.

Se 1lama pistema completo de represententes de una R de equi-
valencia, a un subconjunto de E que contiens un representante y
s0lo wno de cada clase de equivalencia.

EJERCICIO:
6. Demostrar que, dada une particién I de E, la relacién R defi-
nida mediante: aRb <=> @ y b pertenscen al miamo miembro de P ,
68 do equivalencia.

£ o

DEPINICION 9; a—&u las clases do wna R de equiva-
lencia, recibe el mambre de conjunto cociente de E por R , ¥ se
sscribe: E/R , Bs decir, los elementos de E/R son [a], [b], ete.

DEFINICION 10: e aplicacién p: E —>E/R , dada por:

p(a) = [al, se llama splicacién candnica de E sobre E/R.
EJERCICIO:

7. Comprobar que en la p anterior se tiene:

»7'(Ca)) = [ad.

4.RELACION DE ASOCIADA A UNA APLICACIOR

Sea dada una eplicacién £: A —> B.

TEOREMA 2: Ia relacién binaria R sobre A, definida median-
te: sRa' <=> fa = fa' , es de equivalencia. Se dice relacién
ssociada & f.

Demostracién: Se propome como ejercicic.

Tna clase compane de 1os elementos de A que
tienen la miema

TEOREMA 3: Si R es la relacin bineria ssociads a f , la
splicacién gt A/R —>f(A) dada por: gla] = fa , es biyective.

Demostracién: [a] # [a'] <=> fa # fa' <=> glal A ala'l. ©

Iiememos 1 @ la splicacién inclusién: £(A) —> B (v.pe. 8,
Def. 7); entonces, teniendo en cuenta la Defimicién 10 ¥ el Teo-
roma 3 precedentes, se tiens para cuslquier elemento 2 de
»(a) = [a] , gla) = fa , 4(fa) = fa , y portanto:
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fe1.8.9 ™.
DEFINICION 11: Ia expresién de £ como producto de splica-
ciones dads por (1), se dice descomposicién canémica de f.
= forna do-diagrana, (1) puede reprosentarse asi:

AR —Eems2(a)
diciendo que el diagrama anterior es conmutativo.
EJERCICIOS:
8. Estudiar la descomposicién canénica en los casos de f suprs
yectiva, 6 inyectiva.
Deterniner las clases de equivalencia asociada a diversas
ya estudiades en la Leccitn anterior.

©

aplicacione

5.RELACION DE ORDEN.

DEFINICION 12: Una relacién de orden en un conjunto E, es
una relacién bénaria R sobre E, que sea roflexiva, transitiva y
entisinétrica. E1 conjunto E se dice ordenado (por R). Se suelo
eseribir: a € b , en vez do aRb.

1a oxpresién: & £ b se lee: a inferior a b (6 antetor a b),
St a€b y afb, se susle escribi:
+rictamente inferior a b.

Cuando a€b, 6 b4a,los elementos 2 y b 9e dicen com-
parables por R. Por definicién, cualquier comparable consi-
&o miamo, ) portencce al grafo G de R. Pero en go-
neral, puede suceder que existan elementos &,b no comparadl
esto es, que i (a,b) ni (b,a) pertenczean a G.

8 < b, y se le

decir,

DEFINICION 13: Una relacién de orden R, se dice de orden
total, oi dado cualquier par (a,b), a y b son comparatles; E
dice totalmente ordenado. En caso contrario, R se dice de orden
parcial , y E parcialmente ordenado.

Un conjunto totalmente ordenado se llama tambien cadon

EJERCICIOS:
10. Entre las relaciones binarias sobre un E, ya mencionadas,
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comprobar cuales son de orden, y si parcial 6 total.

11.Dada wna R de orden, comprober que la relacién binaria S, da-
da por: aSb <=> bRa , es tambien de orden y del mimmo tipo
que R. Se 1lama opuests a R.

Diegrema.

Cuando el conjunto ordenado E es finito, el orden queda de-
finido representando los elementos por puntos, uniendo con un
seguento cada dos comparsbles, y situando estos de modo que si
a4 1b, el vector &5 sea ascendente. Le figura que resulta se
dice disgrama de la Telacién do orden.

BIERCICIO:
12. Dar ejemplos de conjuntos finitos ordenados y dibujar los
alagranas correspondiente

DEFINICION 14: En un conjunto totalmente ordenado, dados
408 elementos & y b (a & b), se llame intervalo abierto ds ex-
tremos a,b, sl subconjunto:
[x€E| a<x<b], quo se indica: Ja,bl -
Se llams intervalo cerrado de extremos a,b, sl subconjunto:
[x€E| aéx<b], que oo esorive [a,b].

Elementos notables en un conjunto ordenad

DEFINICIOR 15: Dada una parte A de E, se dice mayorante de
4, & cuslquier elemento b de E tal que: (¥ x € A) x € b.

Se dice minorante de A, a cuslquier elemento a de E que
cumpla: (¥ x € 4) & £ x.

ste<b,

86 dice minorante de

¥ b meyorente de

DEFINICION 16: Si existe un elemento de A que es mayorante
(minorante) de A, se dice elemento méximo (minimo) de A.

DEFINICION 17: Un conjunto ordensdo E se dice bien ordemado
51 cualquier subconjunto de E distinto del vacio, tieme un ele
mento minimo.

EJERCICIOS:

13. Probar que un conjunto ordenado A no puede tener dos mdximos



(ninimos) distintos.

14. Demostrar que un conjunto bien ordenado es de orden total.
15. Probar que el conjunto N*, ordenado por ls relacién de di-
visibilidad, tiene un minimo pero no wn méximo.

DEFINICION 17: Sea A una parte de un E ordenado. 51 el con-
junto de mayorantes de A tiene un minimo, este se dice Sote su-
Rerior do A (n 2), ¥ s indica: supgh. 51l confunto de mino-
rantes do A poses uwn miximo, este se llama Gots inferior de A
30 esoribe: infiA.

EJERCICIOS:
16. Demostrar que en el conjunto K* ordensdo por la ralacién de
ivisibilidad, cada dos elementos tiemen wna cota inferior
y wna superior.
17. Probar que en el conjunto B(F), la relacién ARB <=> AC B
s de orden, y estudiarla.
DEFINICION 18: Un elemento & de wn conjunto ordenado E, se
Qice maximl si: x € E y & €x =) a=x. Unelemento} se
dice minimal cusndo: x €E y X €b = x=b.

EJERCICIO:
18: Averiguar cuales son los elementos minimale
ordenado N* anterior.

del conjunto
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LECCION 4

PERACION BINARIA INTERNA.

Sea E un conjunto.
DEFINICION 1: Una operacién binaria interna en E (6 ley de
interna sobre E) es una £: BE --> E.
la imagen £(a,b) del par (s,b) se acostumbra & escribir
mediante un signo (por ejemplo «), poniendo: & * b , en vez de
2(a,b). Y el clemento a*b se dice resultado (6 compuesto) de &
por b en la operacién *.

En 1o que eigue, para representar operaciones arbitrarias,
usaremos con preferencia los sigaos . (por) y * (estrella). Tem-
bien se escribe: ab , edyez de a*b , ocusndo no hay riesgo de
confusidn.

EIEMPIOS:

1.E=2;ab=8+b.

2.E=K; a% = ab.

3. B =84 a%b = a®.

4. B = conjunto E(k,A) de las aplicaciones de un conjunto A en
si; thg =gt .

5. E = conjunto B(A) de las partes de A ; A;*Ap = AU Ay §
Ak = A0 Ay .

DEFINICION 2: Sea E un conjunto oon uns operacién bineria
interna *, y A,B doe suboanjuntos de E. Se llama compuesto de
43 Bypor *, al subcanjwnto [a*b } @ € A ¥ b € BJ, que se ee-
oribe: A*B .

Quoda ssf definida wna operacién binaria en E(E), ¥ por
llo distinta de la anterior, sunque se indigue con el mismo
signo.

DEFINICION 3: Una parte A de E se dice estable (6 gerrada)
para la operacién *, si A*AC A , es decir, it
a€AybEA= a*h €A . Entonces, A sparece dotado de una
operacidn interna que se dice restriccién de * & 4, ¥ que mo
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hay inconveniente en indicar con el mismo signo *.

‘EJERCICIO:

1. Determinar partes establ
dent

en los Ejemplos 1,2,4 ¥ 5 prece-

DEFINICION 4: Sea A un conjunto dotado de una operacién bi-
naria interna (%), y B 0tro dotado de una (.). Entonces, queds
definida en AXB una operacién binaria interna («) escribiendo:

(a,0)a(ar,b') = (a%a’, b.b')
que se dice operacién producto e (*) por (.) -

Bneloaso: A=B y (*)=(.) , que es el més interesant
se emplea el mismo signo * pare la operaciér producto, que ho-
Ta se suelo designar con el nombre de extensitn de * al conjun-
to ba.

1iés adelante veremos ejemplos de estas extensiones.

PERACION ESTABLE RESPECTO DE UNA RELACION DE

Sea B un conjunto dotado do uma relacién R de equivalencia
¥ do una operacién binaria interna *.

DEFINICIOR 5: la operacién * se dice estable respecto de R
i se cumple: aRs' y LR = (a*b)R(a'*b!) .

Tenbien se dice entonces, que R es estable para *

'EJERCICIOS:

2. Probar que en el Ejemplo 1 precedente, la operacién (+) es
estable respecto de la relacién R dada por: aRa' <=> a-a'=3 .
Probar en ol Ejemplo 2, que la operacién (.) es estable res-
pecto de la relacién R dads por: |a - bl = 4 .

. TEOREMA 1: Si uma operacidn * es estable respecto de la re-
lacin de equivalencia R, la ley: ([al,[b]) —-> [a*b] , es una
aplicacién: E/R x /R —> E/R , y portanto, es wna operacién
interna en el conjunto cociente E/R .
Demostracién: Basta provar que la clase [a*b] es wnica,
que sean los de [a] y de [v]. Pero
et €fal y b €[] = a*d € [a%b]

esto es cierto, ya que
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por ser * estable respecto de R, luego: [a'#b'] = [a*b]. <>

DEFINICION 6: Ta operacién cuya existencia establece el Te-
orema snterior, se llama operscién inducida por * en E/R.

Y siguiendo convenios precedentes, se indica con el mismo
81500 *, ya que ello no da lugar & confusién.
3.PROPIEDADES QUE PUEDE TERER UNA OPERACTON BINARIA INTERNA.

En los casos mds interesantes, una operacién binaria inter-
na (.) sobre un E, suels pose
siguientes.

DEPINICION 7: La operacién (.) se dice gsociativa, 6 que
tiene 1a propiedad asociativa, si cumpl

(¥ 8,00 €E)  (ab).c = a.(bo) .

una 6 varias de las propiedades

TEOREMA -2: Si la operseién (.) es asociative, dada una
n-tupla (a;,..., 8,) d elementos de E, las expresionss
(80 +-(-)e)a(erlen)en way) dam o1 mismo resultado, cuales-
quiera que sean los paréntesis que aparezcan en ellas. Dicho re-
sultado se escrive:

.8y
Demostracién: EL tecrems es cierto para tres elementos, por
hipétesis; supongamos que 10 es para r , r € n-1 . Entonces, ca-
da uno de los dos pardntesis "mayores" de la expresitn coneide
reda, tendrd un minero do elenentos menor que n , luego por la
hipbtesis de induccién su valor estd determinado. Portanto, las
expresiames precitadas se reducen a estas tres
o
) 8y o ety )esy
%) ag(ape oo om)
[CR 0 X (Y
Pero se tiene: 2%= 18 , pues:
o [(ope ooy y)e8,) = [a,
Tambien eo: 3% 1%, ya ques (ay. ..

o
)

, donde: 1¢rea-1 .

agenenn) =

2
M.a, =17

)elaggqe o

- @y

SRCHPRIN B B
= [age -e oB)e(ag e oo o8y g)]es, = 1% L0
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DEPINICION 8: Se dice que la operacién (.) es conmitative
6 que tiene le propiedad commitativa, si cumpl
(¥ab€E) ab=ba .
Para una operecidn conmutetiva, es frecuente usar como
signo, el + do la suma ordinaris, y entonces la notacin se di-
ce aditiva. Cuando se use el signo (.) ¥ otros andlogos, la mo-
tacin se dice miltiplicativa.

'TEOREMA Si una operacién (.) es asocistive y conmutativa,
bara cada p-tuple (a,, .. , &) s tieme:
g e gy = Bge e o8y

siendo « una permutacién cualquiera de (1,...,n); es decir, el
orden de 1os elementos no alters el resultado.

Demostracin: Consideremos primero el caso més sencillo,
que « permite solsiente dos elementos sucesivos B8 .. Se tie

ne: ay. .o .= ( )ulaje )e( ) = ( Du(ag ).l )=

“8,,q+8;+ -+ 8 , luego en este caso el teorema se

En el caso genersl, medisnte permitaciones de elementos
consecutivos, podemos colocar 108 8, en el orden (8 y,.--,8g;)
¥ como cada wia de tales permutaciones no modifica el resulta-
4o, queda demostrado el teorema. <>

Aunque la operscién (.) no sea commutativa, puede suceder
.b = b.a , para dos elementos a,b particulares.
DEFINICION 9: Dos elementos & y b de E, se dicen permita-
bles para la operacién (.) si: a.b = b.a . Un elemento ¢ se &i-
ce cantral para (.) #i es permutadle oca todo elemento de E. El
conjunto @s los slementos centrales de E pere (.) se 1lsma
centro do E para 1a operacién ().

‘EJERCICIOS:

4. Determinar las propiedades de las cperaciones binarias de
1los Ejemplos 1-5 del pérrafo 1. Idem de otros ejemplor.

5. Definir en un conjunto finito, wna operacién binaria oon
propiedades prefijadas.
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6. Probar que el centro do (E,.) o8 un subconjunto estable para
(.), siempre que la operacién sea asociativa.

DEPINICIOR 10: Dado un conjunto E con dos opersciones in-
ternas (*) ¥ (.), aice que (.) distributive e izquierda
respecto de +, si se cumpl

(Vabo€E) a(be) = (ab)*ac) ;
distributive o derecha si s tieme:

(¥ a,b,c €E) (a*d).c = (a.c)*(b.e)
¥ distributiva of 1o

@ ambos lados.

TEOREMA 4: Si la operscién (.) es estable respecto de una
relacién R de equivalencia en E, la operacién inducida por ella
en R/R posee sus mismas propiedsdes. Si otra operacién * es tam-
‘bien estable respecto de R, y ligada a (.) por una propiedad
distributive, las opermciones inducidas en E/R estdn ligadas
por la miema propiedad.

Demostracién: Se propone como Ejercicio.

DEPINICION 11: Un slemento

40 E , 8o dice neutro para

y o' elementos neutros de E para (.).

por ser e meutro; e.e' = e por serlo ' ;
.o

S tiene:
por 1o tanto:

DEPINICION 12: Dada wna operacién (.) con elemento neutro
, dos elementos & y a' se dicen simétricos en la operacidn,
o1 oumplen:  a.

En tal caso, a (a') so dico simetrissble , y que
s wn slemento simétrico de

TEOREMA 6: 51 1a operacin os asooistiva, y tm ella ol
wn simétrico, este es wnico.
408 simétricos de . Se tiene
= e.a" =a" , y tambien:
uego: &' = 2" .

(a)

elemento g pos
Demostracién: Seen a' y
= (a

entonoe:
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Debido & la unicidad, se desigua en gemeral dicho simé-
trico escriblendo: . Con notscidn aditiva, se escribe: —a .

Por definicin de operacién binaria, se cumple siempre:
a=1b = a.c=D.o. Poro puede suceder que sea:
a.c=be y afbd.
DEFINICION 13: Un elemento ¢ se dice regular a la derechs
para la operacién (.), si cumpl
o=be =a=b.
dice regular & la izquierds si:
ca=od ma=b,
v regular si 1o es @ ambos lados.
Tembien se usa el adjetivo simplificable en vez de regular.

Analoganent,

BIERCICIOS:

7. En cada Ejemplo del parrafo 1, determinar, caso de que exis-
tan, ol elamento meutro, el simétrico de wno dado, y elemen-
tos regulares. Tdem en otros ejemplos.

8. Demostrar que en una operacién asociativa, si existe el si-
métrico de a.b , es igual a: b .a

9. Dada una operacién (.) y un elemento ¢, la aplicacién
£,0 E—> £, dada por: £(x) = c.x , se llema traslacién
2 izquierds asociads & o. Comprobar que I es inyectiva siy
5010 51 ¢ oo regular a la izquierds.

10. En el Zjemplo 4 del pérrafo 1, demostrar que f es simetri-
zable s1 y solo 81 es biyectiva.

11. En dicho Ejemplo, demostrar que los elementos regulares &
izquierda son las splicaciones inyectivas, y los rogula-
res & derocha son las suprayectivas.

4.POTENCIAS EN UNA OPERACION INTERNA ASOCIATIV
Sea & wn elemento de un conjunto dotado de wna operacién

binaria interna (.) asociativa.
Entances se escribe: a.
Se sigue:

a=af, pews,

Wpa€m) Pal=aP, ()3P0,
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olemento neutro o ,

eseribe:

+ 80 pone: (a™')P =
Con los convenios precedentes, es fdcil comprobar que las
férmulae precedentes son vélidas para cualesquiera p,q € 2.
Pinalnente, s1 la operacién (.) es tambien commutativa, 50
sigue: (a.b)P = &P.%P , p ez

Notacién aditin

Con esta notacién, las férmilas precedentes se escriben:

5 oa=e ; pl-a)=-pa 3
pa+qas=(p+a)e ; p(e@)=(pa)a ; p(a+D)=pa+pdb.

PERACION BINARIA EXTERT,

Sean K y § dos conjuntos.

14: Se llama operaciém binaria externa (6 ley
ae externa) sobre E con dominio K do
a una aplicacién g: K x E ——> E . La imagen g(t,a) del par
(+,8) 80 acostumbra @ eseribir: t.a , 6 simplemente ta .

ETEMPTOS:
1. E = conjunto de vectores ijos de un plano ordinario; K = R 3
+.a = producto de un vector por un mimero real.
2. E = conjunto con wna operacién interna asociativa; K = N ;
n.a = & (v. pérrafo anterior).
. E cuslquiera; K = (E,E) ; f.a = £(a).
51 A o8 wn suboonjunto de B, ¥y t un elemento de K, se in-
aica con A el conjwmto: {x €E 3} x =ta, s €Al
+ E1 subconjunto A da E se aice gstable (8
cerrado) para la operacién externa (.) si: (¥ t € K) tAC A.
Entonces, aparece A dotado de wna operacién externa que se di-
©o restriccién de (.) a A , 1a cual se indica con el mismo sig-
no (.).

DEFINICION 1

51 el dominio X de operadores poses una ope-
racién interna * se dice que la operacién externa
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o8 ssociative para *, si se cumple:
(¥ t,8 €E) (Wa€BE) (t*s)a = t(sa).
51 E estd dotado de una operacin interna (+), se dice gue
distributiva respecto de (+) , cuando:
(¥t €EK) (Va,b €E) t(a+b)=tas+ tb.
Pinglmente, se dird que (.) es distributiva respecto de
(*) ¥ (+) , 81 se cumple:
(¥t,0 €K) (Ya€E) (t*s)a = ta + sa.

EJERCICI
12. Considerando en los Ejemplos 1,2,3 precedent

1se opere-
ciones internas de X y E, determinar las propiedades que
posee la operacién (.) respecto de ellas.

DEPINICION 17: Una operacién externa (.) sobre B se dice
estsble para una reiacién de equivalencia R en E, si se ocumple:
(¥t €E) aRa' = taR
Entonces, 1a ley externa (.): X x E/R —> E/R , dada por:
t.[a] = [ta) , estd bien definida, y se dice inducida por la
operacién externa sobre E.

LECCION 5

STRUCTURA AIGEBRATCA. HOMOMORFISHO

DEFINICION 1: Se da el nombre genmeral de gstructura alge-
braica @ la reunién de wn conjunto E y de un mimero finito de
operaciones, internas 6 externas, definidas en 61.

En sdelante, cuando escribamos estructura se supondrd al-
gobraica.

Tambien se dice: "estructura es un conjunto E dotado de
un mimero finito de operaciomes”. Pero resaltemos que uo es E
1la estructura, sino el sistema formado por T y las operaciones.
E1 conjunto E se dice soporte de la estructura. Es claro que um
nismo E puede ser soporte de estructuras diversas.

Para wna se escrive
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entre paréntesis la letra que indica el conjunto soporte y los
signos de las cperaoiones. Por ejmplo: (E, +, *) representa una
estructura que tiene las operaciomes + ¥ *.

Diremos que dos estructuras son gndlogas si tienen el mis
n0 mimero de operaciones internas y el mismo mimero de externss.

DEPINICION 2: Sean E y E' los conjumtos soporte de dos es-
4ructurss andlogas. Entonces, se llama homomorfismo & una apli-

cacién £f: E —> E' , que cumple
1°) para cada operscién interna * en E, existe waa y 80lo

wna ¥ en E' tal que:
(¥ 8,b€ E) £(a*b) = fa¥fD .
29) para cada operacidn externa (.) sobre E, existe wa y
5010 wna (<) schre E' con el mismo dominio K de oporadores que
(), v tal ques.
(¥Wt€E) (Va€®) f(t.a)=t=fa.
BJEMPLOS:
(%, +) —> (§, .) , dada por: £(n) = 2.
s (85, .) —> (R, 4) , donde E'={x€R3}x>0},¥
£(x) = log x.
(2, 4) —> (P,.) , donde P ={41,-13, 3y 2(n) = (-1)%

EIEROICI0S:

1. Dar ejemplos geométricos de homomorfismos.

2. Sea (E, *) una estruotura tal que * es estable respecto de
una relacién de equivalencia R. Comprobar que emtomces, la
aplicscién omnénica: E —> B/R , es un homomorfismo do
(2, *) on (%R, ).

Un homomorfismo biyectivo se dice isomorfismo , y las dos
estructuras implicadas se dicen isomorfas ; es inmedisto que
1la splicacién inversa es tembien isomorfismo.

Notemos que una estructura es andloga de sf mimms, y que
puede haber homomorfismo f: E —> E tal que: ¥ = # , (v)= (.);
on este caso, £ se 1lama endomorfismo de E. Si sdemds es bi-
yootivo, se dice sutamorfismo.
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2.PROPTEDADES DR UR_HOMOMORFISO.

Comencemos considerando el o

o nds simple do homomorfis-
61 d dos estructuras con una sols operacidn interna:
(B, )y (B, .).

TEOREMA 1: Si £ es un homomorfismo: (B, *) —> (B', .) ,
se tiene: 1°) £(E) es una parte estable de E' para (.) §
2°) 81 + op asociativa (commutativa), tambien 1o es la restric-
cién e (.) & £(E).
3°) 51 existe elemento neutro o de *, 1 f(e) es neutro para la
restriccién de (.) & £(E).
un simétrico b respecto de *, el fb es simé-

19) Sean a' y bt elementos de £(E) ; se sigue que: 3 & 3
fa=a' ,y3 b ) fo=b , luegor a'.b' = fa.fb = £(a*h). Pe-
ro a%b € E , y portanto: a'.b' € f(E).

29) Por ser £ homomorfismo, se tiene: f[(a*b)*c] =
= £(a*b).26 = (2a.fb).fc ; igualmente: f{a*(b%e)] = fa.(fb.zc)
y como &,b,c son elementos de E, tambien son fa,fd,fc ele-
mentos arbitrarios de £(E) , luego si * es asociativa en E,
(.) 1o es en £(E).

Si + es commtativa, la demostracién se propome oomo Bjer—

cicto.
3°) Sea (o) =

luego: f(a*e) = £(

ra todo a'= fa , o sea para todo elemento de f£(E).
4°) Se propone como Ejercicio. <>

tiene: (¥ 8 € E) s*e = e*a =a ,
) = fa , es decir: a'.e' =

Rotemos que por ser £(E) estable para (.), (£(E), .) es
una estructura.

TEOREMA 2: Sea B la relacién de equivalencia asociada al
‘homomorfiemo £ anterior. Entonces se tien

19) 1a operacién * es estable respecto de R.

2°) 1a aplicacién ¥: B/R —> B' , dada por: I[e] = fa ,
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8 un homomorfismo inyectivo (momomorfiemo) de (E/R, *) en (E

3°) 1a eplicacién %: E/R —> £(E) , dada por: (a] = fa ,
o8 un isomorfimmo.

Demostracién:

19) Sea aRx , BRY ; esto equivale a: fa = fx , b = fy ,
luego: f£(a¥b) = fa.fb = £x.fy = £(x*y) , o sea: (a*b)R(x*y).
Portanto, * es ostable para R.

2°) Indicsmos con (E/R, *) 1a estructura formada por E/R
¥ 1a operacién inducida por * en E/R (v. pg.19, Def.6). Resulta:
F([a]*[®)) = F[a*v] = £(a*b) = fa.fb , luego ¥ es homomorfismo.
Que ¥ o8 inyective se sigue do la descomposicién canénica de £
(v. pg.14, Def.11).

3°) es consecuencia immediata de 2°). <>

la estructura (E/R, *) anterior se dice estructura cocien-
te de (E, *) por R.

E1 resultado 3° demumstra que: "la estructura cociente aso—

ciads al homomorfismo £, es isomorfs & la estructura imagen

(£(E), .)". Io entrecomillado se conoce con el nombre de

Toorema de isomorfis, relativo a ese tipo de estruoturas.

EJERCICIOS:

3. Sea £ un isomorfiemo: (B, *
2 o5 regular para *, fa 1o es para (.).

4. Hallar los endomorfiemos y los sutomorfismos de (2, +) ¥
a0 (2, +, ).

5. Sea E un camjunto dotado de una operacién interna ¥, y sea
(.) ol producto de aplicacicnes en I(E,B). Comprobar que *
o5 asociativa <=> la aplicacitn £: (B, *) —> (E, .) , dada
por: (¥ b €E) (fa)b = a*h , es un homomorfismo.

==> (B!, .). Demostrar que si
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LECCION 6

1.GEUPO. PRIMERAS PROPTEDADES.

DEFINICION 1: Un grupe es wn conjunto G dotado de una ope-
racién interna asociative, con elemento neutro, y tal que cada
elemento posss simétrico.

e operacién se indicaré (.) en el caso gemeral, y (+) si
o8 commutativa.

En 61 caso general, el grupo se dice multiplicativo § gru-
Po u secas; la operacién se dice producto; el elemento meutro
se dice unidad y se escribe o 6 1 ; el simétrico de g se dice

B 61 caso commutativo, sl grupo se dice commutative, adi-
$ivo 6 abeliano ; la operacién suma ; el elemento neutro,
6 mulo y se escribe 0 ; el simétrico de @ se dice opucsto de
¥ se indics -a .

51 tieno n elemantos (n natural), el grupo se dice fini.
%o de orden n.

EJEMPLOS DE GRUPOS:

1.2, Q, B, C, con la operacién (+).
2. g+, ®, ¢+, **, B**. con 1a operacién (.).

3. E1 conjunto de las homotecias del plamo, de centro fijo y
razén no nula, con la operacién "producto de homotecias".

E1 conjunto de giros del plamo, de centro fijo y dngulo mil-
tiplo de 30° (grupo finito de orden 12), con la opermcién
“producto de giro
E1 conjunto de las permutaciones de wn conjunto E, con la
operacién "producto de aplicacicme:

~

BJERCICIO:

1. Probar que los movimientos que hacen coincidir un rombo com-
s1go mimmo, forman grupo con la operacién *producto de movi-
mientos*. Escribir su tabls de multiplicar.

TEOREMA T: Todo elemento de G es regular.
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Demostracién: St 40 G, sea &' su simétrico. Enton-

ab=ac = & '(sb) = &~ 'fac) => (por ser la operacién aso-

o
ciativa) eb = ec => b= c. <

TEOREMA 3: En G , la ecuscién ax = b (ya = b) tiene solu-

Se propane camo Bjercicio.
COROLARTO 2.1: En G , cuslquier traslacién s izquierda (de-
recha) es biyectiva.
Demostracién: Se propone como Ejercicio.

2. SUBGRUPOS.
Sea G un grupo.
DEPINICION 2: Un gubgrupo de G es una parte S'de G, esta:
ble para la operacién (.), y tal que (S, .) es grupo.

ETBIPLOS:
6. Cada wo de los grupos aditivos Z, Q,
dos 1os siguient;

7. En (2, +) 1o es el conjunto Zp , p fijo.

8. En cualquier grupo G, lo es el conjunto [a” 3 n ¢ 2] donde
& o8 elemento £1jo de G ; este subgrupo se dice mongeno de
fgenerador & . g

TEOREMA 1: Una parte S de G es subgrupo, si y s0lo si oo

cumple: 19) S.5C 53 2°) a €S = a € 8.

Demostracién: Se propone como Ejercicio.
TEOREMA 2: Una partede G es subgrupo, si y solo s1 56 Ve

rifica: (¥ 8,0 €S) ab € S.

Demostracidn: =>) Si § es subgrupo, se +iene por definicién

4o subgrupo: (¥ a,b € 5) av” € S.

=) 51 8 €8, se tiene: sa™'= 0 ¢S , luogo S poses slo-
memto neutro; se sigue que: ea =8 € 8 , :ln-gu cads s €S

1 g
teno inverso en S, Portanto (s, .)
L At 630 s S, adn‘ums J(wy b g S

© es subgrupo de to-

BJERCICIOS:
Deterninar los subgrupos del Ejemplo 4.
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3. Demostrar que la interseccién de wna familia de subgrupos
de G o8 un subgrupo de G.
4. Demostrar que el centro (v. pg.20, Def.9) de un grupo es
subgrupo.
DEFINICION 3: Sea & un elemento fijo cuslquiera de G, y
S un subgrupo. Se llama clase  izquierda (6 cogrupo a izquier—
4a) médulo 5 , al conjunto: &S = {ab ) b € S , & fijo}. Analo-
gamente se definen las clases a derecha.
TEOREMA 3: La relacién R definida en G mediante:
aRb  <=> av! € S, es de equivalencia, y las clases respecti-
vas son les clases a derecha médulo S.
Demostracién:
19) Camo e € S5 => (¥a €G) s € 5, 1o cusl indiea que
R o8 refloxiva. -
2°) av™' € 5 =>(por ser S subgrupo) (av™')
e8 decir: aRb => bRa , luego B es simétrica.
3°)ab €5 y be! € 5 =>(por ser S subgrupo)
(@ ")(be™") = ac™ € 5 , os decir, aRD y DBRe => sRo , luego
R os transitiva.

-wles,

4°) Notemos que: ab™' € § ¢=> & € 8b , lusgo [b) = Sb. ©

TEORRMA 3 bis: la relacién ® definida em G mediante:
afb <=> a'b € 5, ea do equivalencia, y las clases respecti-
vas son las olases & izquierds médulo S.

COROLARIO 3.1: las clases a izquisrda (derecha) de G mé-
aulo S, constituyen una particitn de G.

Kotenos que s1 S es finito, el mimero de elementos de aS

68 igual al orden de S.

EIERCICT

5. Demostrer que si G es finito, el orden de cualquier subgru-
o S o8 divisor del orden de G. El cociente se llama indice
ae 5,respecto do 6.
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3.PARTICION ESTABLE DE UN GRUPO. SUBGRUPO INVARIANTE.

51 una relacién R de equivalencia en G, es estable para la
operacién del grupo, diremos que la particién correspondiente
stable.

TEOREMA 4: 51 las dos relaciones R y R de los Teoremss 3
7 3 bis coinciden, la relacién R =R es estable para la ope-
racién del grupo.

Demostracién: Notemos que R = R equivale a que oada cla-
se & izquierds 1o es tambien a derecha, es decir, a que: aS = Sb.
Pero entonces, a € Sb , luego: Sb = Sa , y 86 camoluye
(¥ 8 €G)aS=5a. Se sigue:

(¥ a,b €6) (as)(bS) = a(Sp)S = a(bs)s = (ab)(SS) = (ab)s .

Por 1o tento se tiene: a'Ra y D'Rb <=> a' € a5 ¥
B E DS => arb' € (aS)(bS) = (sb)8 <=> (a'b!)R(ab) .<>

DEFINICION 4: Un subgrupo S de G que cumple:
(V2 €0) s =Sa, se dice invariente, distinguido 6 normal.

Consecuencia: S1 G es abeliano, cuslquier subgrupo do G
es tnvariante.

TEOREMA 5: Si S es subgrupo invariante de G, y R la rela-
cién de equivalencis estable que define, la estructura (G/R,.)
inducids, es un grupo.

Demostracidn: 1°) 1a operacidn (.) es asooiativa en G/R ,
& que es inducida por una asocistiva; 2°) como [al.[b] = [abl,
sigue que 1a clase [e] es elemento meutro en G/R ; 3°) asi-
mimmo, que [e] tiene inverso [a™'1. <

E1 grupo anterior recibe el mombre de grupo
indice G/S , y se lee: G sobre S.

DEFIRICION
gociente (6 grupo factor);

TEOREMA 6:(recfproco del 4): Una particién estable de G,
ol conjunto de las clases médulo 5, de un subgrupo S inva-
riante.

Demostraeién: Llememos R & la relacién de equivalencia de-
£inida por la particién, y S @ la clase [e]. Se tiene:
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19) 8,t € 5 <> sRe , tRe => (st)R(ss) €= BL € §
29) 5 €8 <=> sRe <=> (a8 )R(es"") <=> oRs”'<m> &
luego 1° y 2° prueban que S o8 SUbZIUPO.
3°) Siendo & un elemento fijo cuslquiera de G, se tieme:
b <=> (as”")R(ba™") <=> eR(ba™') <=> baT'€ S<m> b ESa,
o5 dooir: [a] = Sa. Analogamente, aib <=> (a7 'a)R(a™'b) <=> ek
(&™) = [a] = a5, ©

ETREPLO :

9. En el grupo (2,+) , el grupo cociente 2/Zp , tieme por ele-
nentos las clases de restos médulo p : [a) = & + Zp . Se di-
ce tambien a Z/Zp grupo de los enteros médulo p.

EJERCICIOS:

6. Determinar el orden del grupo 2/Zp y formar la tabla de la
suma para p = 4.

7. Demostrar que el centro de un grupo es subgrupo invarisnte.

4. EONONORFTSHO DE GRUPOS.

Dos grupos son dos estructuras andlogas; aplicando a este
caso 1a definicién general de homomorfismo (v. pg.25), se tiene
DEFINICION 6: Un homomorfismo de un grupo (G,.) en umo
(6', *) es una splicacién £: G —> G' , que cumple:

(¥ a,b €G) f(a.b) = fa*fd .

Aplicando & este caso el teorema 1 de la leccién 5 (V. pa.
26), rosulta:

TEOREMA 7: S1 £ es un bomemorfimmo de grupos: G —> G' ,
1 imagen £(G) es un subgrupo de G', el elemento f(e) es el
neutro de G', y e1 2(a”') es el imverso de £(a).

Aplicando ahora el teorema 2 de la Tecoién 5 (v. pg.26) ¥
o1 Teorema § precedente, se tiene:

TEOREMA 8: la relacién de equivalencia R asocisds & £ , o8
estavle para (£), y portanto resulta: 1°) la clase [e], o5 de-
cir, el confmto £ '(e')= K , es un subgrupo invariante de G,
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¥ tal que: [a] = £” '(a) = aF ; 2°) la aplicacién ¥: G/N —>£(G)
4ada por: P(aN) = fa , es w isomorfismo.

DEFINICION 7: El canjunto £ '(e') recibe el nembre de
mcleo del hemomorfimmo £, y se escribe tambien: ker £.

COROLARIO 8.1 (Primer Teorsaa ds iscmorf{a de grupos): Si
£1G —> G' o8 wn homcmorfimo de grupos, el grupo cooiente
G/Eer £ isomorfo a1 grupo imagen Im f.

TORBMA 9: 51 S es un subgrupo invariante de G, la aplica-
oién p: G —> G/S , dada por: p(a) = a3 , es un homomorfismo

cuyo micleo es § ( canénico de G so-

bre 6/S).
Demostracidn: Se propone como Ejercicio.
COROLARIO. 9.1: la descomposicién canénica (v. pg.14, Def.11)
461 homomorfimmo £, es: £ = 1.F.p , donde p es el homorfismo
canénioo: G —> G/N , F el isomorfismo mnterior, o i la inclu-
sidn: £2(6) —> @',
EJERCIOCTOS:
8.Dar ojemplos de homomorfismos entre los grupos ya camocidos.
9. Probar que un homomorfismo es inyectivo si y solo si su mi-
cleo solo contiene al elemento meutro
10. Demostrar que si £: G —> G', es wn homomorfismo de Erupos,
se cumple:
8) 51 5 e subgrpo dmveriasts do G, £(5) 1o o8 do G-
b) 51 8" o8 subgruporde Gi, £7'(S') 2o es de G.

que m. a6

w o

© sobre s1.

TEOREMA 10: Sea @ un elemento f1jo de G; entonces, 1a apli-
cactén g,: G —> G , dada por: g,(x) = axa', es un sutomor—
f1amo.
Damostracidn: Se propame camo Ejercicio.

DEFINICION 8: E1 sutomorfimmo g, anterior, se dice muto-
morfismo interno de G.
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DEFINICION 9: Dos subconjuntos S,T de G , se dicen oonju-
f£adon en G, =i existe wn sutomorfismo interno g, de G tal gue:
T = g,(S). Bu particular, dos elementos x,y de G se dicen son-
fugados en G, 51 existe un & de G tal que: y = axa .

TEOREMA 11: Ia relacin R definida en G mediante:
xRy <=> (38 € 6) y = axa™' , os de oquivalencia.
Demostracién: Se propome como Ejercicio.

BIERCICIOS:

11. Demostrar que un subgrupo S de G es invariante, si y solo
si: (¥ a€6) g(S) = § , o5 dectr, si es iavertente pare
‘todos los automorfismos internos.

12. Probar que el conjunto Int(G) de los sutomorfimmos inter-
08 40 G, 03 Erupo con 1a operacién "producto de splica-

cione

Notemos que todo este pérrafo conserva su wiidez, sunque
la operacién * en G' sea arbitraria, ya que por ser f homomor—
fismo, la estructura (£(G),*) sigue siendo grupo.
5.GRUPO MONOGENO. GRUPO CICLTCO.

DEFINICION 10: Un grupo G se llama mondgeno si es el con-
junto de potencias de un elemento g. Este se dice generador de
G, y G se dice engendrado por g. Si adends G es finito, se lla-
ma grapo ciclico.

TEOREMA 12: Un grupo monégeno infinito es isomorfo a
(2,+). Un grupo ciclico de orden p es isomorfo a (Z/Zp, +).

Demostracién: Sea & un generador de G. Entonoes, la apli-
cacién £: 2 —> G , definida por: £(n) = &” , es claremente wn
homomorfismo de (2,+) Bobre (G,.) ; su micleo es wn subgrupo
841%1v0 de Z, y portanto: Ker £ = Zp , donde » > O. Puede
suceder:

1°) p=0,Kerf =0, f es inyectiva, luego es isomor-

fismo.
2°) p > 0 ; entonces, en virtud del primer teorema de iso-
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morfia, %/2p ¥ f{G) = G son isomorfos. <>
COROLARIO 12.1: En un grupo finito G, el subgrupo S engen—
drado por un elemento g es efclico. EL orden de S e dice
orden de &.
ETERCICIOS:
13: Si ol orden de un elemento g es 12 y el de uno b es 30, ha-
llar el orden de gb . Sublaur qu abzba LAY NLby =@
14. Demostrar que cualquier subgrupo de un grupo ciclico, es
tambien efclico.

E1 concepto de grupo mondgeno es un caso particular del si-
guiente.

DEFINICION 11: Dada una parte B de un grupo G, la intersec-
oi6n de la familia de los subgrupos de G que contienen @ B, es
un subgrupo S ‘que se dice engendrado por B , y B se dice siste-
ma _generador de S.

DEFINICDN 12: Un grupo se dice de tipo finito si posee un
sistema generador finito.

No_confundir los conceptos "G finito (6 de ordem finito)"
¥ "G de tipo fimito".

6.PRODUCTO CARTESTANO DE GRUPOS.

Aplicando & dos grupos (G,.) y (G',*) el noncepto general
expresado en la Definicién 4 de la Leccién 4 (v. pg.18), se tie-
n

DEFINICION 13: E1 producto cartesiano del grupo G por el G'
o8 1a estructura (GxG', .x*), es decir, el conjunto producto
GxG' dotado de la operacién producto (.)x(*). Es i grupo, por
1o que tembien se dice grupo producto de G por G'.
BIERCICIOS:
15. Demostrar que el producto cartesiano enterior ‘es efectivi

mente un grupo con la operacidn (.)x(*).
16. Probar que la aplicacién p: GxG' —> G , dada por: p(e,s’
=&, es un homomorfiamo, y determinar su micleo.




LECCION 7

1.GRUPQ SIMETRICO S(n). cI0108.

Ya se menciond (v. pg.28, Ejemplo 5) que el conjunto de
las permutaciones de un conjunto E, es un grupo con la opera-
ci6n "producto de aplicaciones".

DEFINICIOR 1: Dicho grupo recive el nombre de grupo simé-
trico de E, y se eseribe S(E). 51 B = {1,2,...,0} , se escribe
S(n).

2 1o que sigue, estudiamos el S(n), y cuando digamos per-
Dutacién nos referinos a una del S(n).

51 es « una permitacitn, la n-tupla («1,a2,...,an)
n-tupla imagen de «.

dice

FPor abuso de lenguaje, se dice "permutacién” de Jos mime-
708 (1,2,...,n) 8 una n-tupla imagen de une cierta permutacién.
Ho confundir ambos conceptos.

Recordenos que la permutacién idéntica 1; es la que aplica
cada elemento de E en sfmismo, es decir, "deja fijos" todos los
elementos de E; ou n-tupla imagen es (1,2,...,n).

DEFINICION 2: Una transposicién es wna permutacién  que
deja *ijos todos los mimeros de E menos dos (1,j) que "permuta"
entre of: ti=§ ,tj=1.

DEFINICION 3: Un giclo es wna permutacién ¢ que deja fi-
jos (n-r) elementos de E, y "permuta circularmente" los demds,
es decir, existe una ordemacin (i;,..., 1) de estos, tal que:
iy =4y, 03y =4y ..., ol = 1,. Se dice que © opera sobre
el conjunto {1,,..2,4,F, ¥ s escribe: o = [1,,...,1 1.

EJERCICIOS:
1. Provar que el orden del ciclo ¢ precedento es igual & I.
2. Demostrar que dos ciclos que operan sobre partes disjuntas

de E, son permutables

TEOREMA

Toda permutacién « es igual a un producto de



otolos.

Demostracin: S1 « = 1y , es inmediato que: o™= Ty , pa-
re cuslquier oiclo de orden r.

51« 1y, sea i, wn elenento tal que: ai, = 1, £ 1,
Aplicando & & 1,, oto., tonemos: @iy = iy , @iy ... §en
1a sucesién: 1,,1,,... , necesariamente finita, sea i1
primer elemento que se repite. Entonces: 1, = 1, , y& que sl

£u0s0 por ejemplo: 14 = iy, «i= i, = 1 =1, , contra la
nipétesis.

Anora, s1 =1, 6 51 10s elementos de B'= E - {1,
son f1jos por « , esta es wn ciclo.

Sir <n,yalgin elemento J; do B' es tal que: af, = i, F
# 31, , bacemos como antes. As{ siguiendo, por ser n fimito, lle-
gerenca a agotar todos los elementos de E, y se tendrd:
61 oiolo que opera sobre

a3

€= 04,04 .. w0y , donde o

Tiyye-esd,}, oto., siends indiferente ol orden del producto, ya
que 1os conjuntos (1)(3)...(h) son disjuntos. <>

COROTARIO 1.1: Toda permutacién es un producto do traspo-
siciones.

Demostracién: Bn virtud del teorems anterior, es suficien—
‘te probar que todo ciclo lo es. Pero para esto, basta comprobar
quer [ypeenidd = [0l dees ([ 0= te oe 08,y ©
EJERCICION
3. Descomponer en producto de oiclos y de trasposicions

mutacicnes dadas.

2.CIASE DE UNA PEEMUTACION.

£n wna n-tupla («1,...,an), los elamentos (a1, «j) forman
inversién si (¢i - «j) tiene distinto signo que (1 - 3). El mi~
mero total de inversiones de dicha n~tupla se Obtiene comparan-
40 cada elemento con todos los siguiente

, por-

DEPINICION 4: Se llams olage 6 paridad de wna permutacién
@, a 1a paridsd del mimero I(«) de inversiomes que presenta
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u n-tupla imegen. Se llema signaturs de @ &l mémero: (-1)1(%);
esoribe: mig « .

Consecuencia: la permutecién 1déntica es de clase par,

puesto que: I(1g) = 0.

TEORRMA 2: S1 + es uma transposicidn, la signatura de « es
opuosta a 1a de t.x .

Demostracin: Sea ¢ = [1,§] ; entomoes, si comparemos
(«1,...,a0) con ( t(«1),...,%(xn) ), 1los elementos distintos de
1,5 ooupan el mismo lugar en anbas n-tuplas, y los 1, estdn
permutados; podemos indicar esto, representéndolas asi:

fLo Y GO TR P REEE & X COU OO T B

E1 paso de 1a 1° a 1a 2® puede pues hacerse, permutando 1
con 61 siguiente consecutivo, después com su musvo siguiente
eto., hasta permutarle can 3 5 quedard: (....,J,i,..). T @ oon-
tinuacién, permatando J con su precedente, etc., hasta ocupar
o1 lugar que tenfa i inicialmente.

Cada trasposicidn de elementos consecutivos i1, cambia
1a clase, puss la posicién relstiva de cada elemento de la
n-tupla con los siguientes, mo cambis, sxcepto la del par i,i,
que se convierts en 1,1, ; en definitiva, el mimero de inver-
siones sumenta ¢ Aimmimuye en 1, luego ha cambiado la ola

Anora bien, s1 es 3 el mimero do elementos oamprendidos
entre 1,3 en 1a permutacién 1°, el paso de esta & la 2° se ha
realizado splicando m+1+m = 2m+1 trasposicicmes de elementos
oconsecutivos, y por ello, 1 sigastura de la 2° results de mul-
taplicar por (-1)'= -1, 1a e 1a 1%, luego dichas signa-
turas son opusstas. <>

COROLARTO 2.1: Toda transposicién
t =t , 7 1 es de clase par.

e clase impar. Pues:

TEOREMA 3: S1 una permutacién « es el producto de r tras-
posiciones, la paridad de r es igual & 1a de .
Demostracién: Sea « = % t,...t, . Por el tereme anterior,

-
sig @ = (~1).s1g(t, = (=1).(=1).stg(ty. ot )mm (17O
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COROTARTO 3.1: 51 som «,,&, dos permutaoions: tiene:

sig(,.«,) = 81g «;.816 &, .

Por tanto, 1a splicacién sig: S(n) —> {1,-1} , dada por:
@ —> eig « , o8 wn homomorfismo de S(n) en el grupo multipli-
oativo {1,-1}. El micleo de esta aplicacién, 6 sea, el conjunto
do las permutaciones de olase par,
S(n), que recibe el nombre de grupo alternado, y se indice A(n).

s un gubgrupo ‘invariante de

EJERCIOIOS:

4. Demostrar que el grupo alternado es de indice 2 respecto de
8(n).

5. Probar que el grupo alternsdo mo poi
varianter

subgrupos propios in-

LECCION 8

1.ANILL0. PRIMERAS PROPTEDADES
DEPINICION 1: Un snillo s un conjunto A dotado de doa opo-
raciones internas, que indicaremos (+) y (.), tales que.
19) 1a estructura (4, +) ee un grupo sbelisno.
20) 1a oporscidn (.) es msocistiva, y distributiva respecto
e (+).
Ia operacia (+)
como produsto
EL olenbato neutre de (+) se llama gers del anillo, y se
escride 0 ocmo de costumbre.
Ia operacién (.) pusde no tener elemento meutro en A, pero
51 1o tiene se 1lema wmidad del snillo, y se indioa oam o 6 1.
Un slemento 8 ss doe regular, ei lo
(v. P6:22, Do2.13). Se dice imversible si
aicha operacidu, y &' se dice inverso de .
Ia operscién (.) pusde no ser conmatetive; s1 1o es, el
anillo se dice conmtative.
Dos elementos del anillo se dicen permitsbles si lo san Tes-
pecto de (.). Se llama sentro del snillo 4, al centro do la

conoce como sums del enillo, y la (.)

pare el producto
sinetrizable para
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estructura (4,.).

EJEMPLOS:

1.2, Q, B, €, son anillos con las opersciones sums y producto
conocidos. Poseen 1 y son conmutativos.

2. E1 conjunto 22 (enteros pares) ee anillo con (+) ¥ (.) ordi-
narios. Fo posee unided.

EJERCICIOS:

1. Sea (G,+) wn grupo abelieno, y E el conjunto de sus endomor-
figmos. Definimos une operacién binaria interna (+) en E
mediante: (¥ 8 € G) (£ + gle ="fa+ ga . Y sea (.) el pro-
aucto de aplicaciones. Demostrar:
1°) (E,+) es grupo sbeliano.
2°) (B, +, .) es anillo, on general no commutativo.

2. Demostrar que el conjunto de elementos inversivles de wn
anillo, es grupo con la operacién (.).

Primeras propiededes do un enillo A.

1%) las que poses como grupo abeliano de operacién (+).
2%) (¥a€A) a.0=0m=0.

En efecto, ab = a(b + 0)= &b + a.0 , luego:

8.0 = ab - ab = 0.
3*) (¥ab € 4) (-a)b = a(-b) = -av .

En efecto, [(-a)bl+ ab = (-a + &)b = 0.b = 0 , lusy

(-a)v y &b son opuestos.

4%) (Yeaped) (-a).(-d) = ab.
En efecto, aplicando la propiedad anterior se tiene:
(-8)(=b) = ~[a(-)] = -[-ab] = eb.

4

Ies Py 1a regla
de 10s sigos del producto, vélida para todo anillo, como se Ve.

DEFINICION 2: Un elemento a £ 0 de A, se dice divisor de
gcero, si existe otro b £ 0, tal que: &b =0 , 6: bu = 0.

TEOREMA 1: Un elemento a es divisor de cero, si y solo si
s no regular.
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Demostracitn: Se propone como Ejercicio.

DEFINICION 3: Un anillo A se llema snillo de integridad
(6 dominio de ) 61 o8 no posee ningin
atvisor de cero, y tiene wnidad e.

o poseer divisores de cero, equivale a decir que todo
elemento de A distinto del cero, es regular. Este hecho se sue-
le expresar diciendo que "en A es vdlida la ley de simplifica-

cién para el producto”.

ETERCICIO:
3. En el caso del Ejercicio 1, poniendo G = B2, comprobar que
61 anillo de endomorfimos de G posee divisores de cero.

Do acuerdo con las motacicnes ya indicadas em el pdrrafo 4
4o 1a Leccién 4 (v. pg.22), =i 2 es un elemento del anillo 4,

&rupo monégeno con la operacién (+).

DEFINICION 4: En wn anillo A con unidad e, si el grupo Ze
es infinito, se dice que A tiene caracterfstica cero (6 que no
tiene caracterfstica). Si el grupo Ze es finito, se llama ca-
racterfstica de A al orden p del grupo, es decir, &l menor mi-

mero natural p tal que: pe = O.

EJERCICIO:
4. Demostrar que en un anillo de caracteristica p,
pa =0, para oualquier elemento a.

tieno:

2.SUBANILLO. TDRALE:

Sea A wn anillo.

DEFINICION 5: Un subanillo de A es una parte B de A, esta-
ble para las operaciomes (+) y (.), ¥ tal que la estructura
(B, +, .) ee anillo.

EIRMPIOS:
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3. Ceda wno de los enillos Z, Q, B, C, @
los gue le siguen.

subanillo de todos

4. EL conjunto Zp , p ijo, es subenillo del anillo 2.
TEOREMA 2: Una parte B de A es subanillo, si y solo si

cumple: 1°) (B,+) es subgrupo de (A,+) ; 2°) B.BC B .
Demostracién: Se propome como Ejercicio.

Sea ahora B un subgrupo aditivo de A; como (A,+)

e &Tupo
abeliano, (B,+)

subgrupo invariante y por tanto, la relacién
R de equivalencia en A, cuyas clases son los elementos de A/B ,
es estable para la operacién (+); recordemos que: aRa' <=>
a-a' €3B.

Interesa estudiar en qué caso R serd tambien estable pare
1a operacién (.) de A.

TEOREMA 3: Sea B.un subgrupo aditivo de A, y R la relacidn
de equivalencia en A dsda por: aRa' <=> a-a' € B. Entonoes, R
o5 ostable para el producto, si y 80lo si se oumple:

(¥a€AN¥DEB) ab€B y ba€B (1.
Demostracidn:
51) 51 se cumple (1) result

aRa , cRe' <=>
(3b,b' €B)a=a+ b, c=ocle b = ac=alols able bolsbb!
=> (por (1)) ac - a'c' €3 .

5010 #1) 51 R es estable para el producto, se tie
(Vb €3) ¢ =o'+ b <=> oRo' => (¥ a € A) acRac' (por ser R

estable) <=> @c - ac' = ab ¢ B . inalogemente se migue: ba €B. ©
DEFINICION 6: Se llama ideal bildtero del anillo A, & um
subgrupo aditivo B que cumpla la propiedad (1).
- $1 solo cumple @b € B, se dice ideal @ izquierds; si so-
lamente ba € B, se llema ideal

oha de A.
En el caso de A conmutetivo, 1os tres comceptos coinciden,
y Teciben el nombre de ideal a secas.

Del Teorema 2 anterior se sigue que todo ideal bildtero
o8 subanillo. El reciproco no es cierto.
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TEOREMA 4: S1 B es ideal bildtero de 4, el conjunto A/B
con las operaciones (+) y (.) inducidas por las de A, es un
anillo.

Demostracién: En efecto, (A/B, +) es un grupo abelieno, por
serlo (A,+). Ademds, la operacién (.) es asociativa en A/B ,
Por ser asociativo el producto en A. Pinalmente, (.) es distri-
‘butiva respecto de (+) en A/B , por serlo en A el producto res-
pecto de la suma (v. pg.21, Teor.4). <>

DEFINICION 7: E1 anillo A/B anterior se dice anillo co-
ciente de A sobre B.

Todo anillo A tiene al menos dos ideales bildteros: el
ideal mnulo {0}, y el ideal unidad A ; ambos se dicen idealos
impropios. Cuslquier otro ideal se dice propio.

BJERCICIOS:
5. Demostrar que cualquier subanillo de % os un ideal.
6. Demostrar que el anillo cociente 2/Zp tieme caracterfsti-
ca p (anillo de los enteros médulo p).
7. Prober que el anillo 7/Zp es de integridad ei y solo si
P es primo,

3.HOMOMORFISHO DE ANILLOS.

Dos anillos son dos estructuras andlogas; aplicando la de-
finicién gomeral de homomorfismo (v. pg.25, Def.2), se tieme:

DEPINICION 8: Un homomorfismo de un anillo (A,+,.) en un
anillo (A', +,*) es una eplicacién £: A —> A' , que cumple:

(¥a,b€A) f(ard) =fa+ >, 2(a.b) = fartd .

No hay inconveniente préctico en designar con el mismo
81g00 (+) las dos operaciones sume en A ¥ A!
gar a confusién, ya que los elementos que suman cada signo +
indican claramente si son de A & de A'.

porque no da lu-

EJRMPIO:
5. e aplicacién canénica: Z —> %/Zp , s un homomorfismo de
anillos.
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A,

TEOREMA 5: 51 £ e8 un homomorfismo de anill
la imagen £(A) es un subenillo de A'.

Demostracién: En virtud del Teorema 1 de la eceién 5
(v. pg.26), £(4) es estable para las operaciones de A', ¥ s
subgrupo aditivo de A'. Por 1o tanto, es subsnillo de A'. <>

Notemos que la demostracin anterior vale tambien para

probar el teorema siguiente.

TEORRMA 5 BIS: S £ es un homomorfimmo do wn anillo A en
una estructura andloga (A', +, *), la imagen £(4) ee un enillo
con las operaciones (+) ¥y (¥).

Aplicando & f los resultados del Teorema 2 de la Leccién 5
(v. g.26), y del Teorema 3 precedente, se tiene:

TEOREMA 6: la relacién de equivalencia R asociads a f,
estable para las opersbiones de A, y por 1o tanto se sigu
19) 1a clase [0], es decir, el conjunto £7(0')=B , os wn ideal
fa] = £7(a) = & + B ; 2°) 1a aplicacién

bilétero, y tal qu
F: A/B —> f£(4) , dada por: |
de anillos,

DEPINICION 9: E1 conjunto £ (0') se 1lame micleo del ho-

a+B) =fa, es un isomorfismo

momorfismo f, y se indica tembien: Ker f.
COROLARIO 6.1 (Teorema de isomorfia de anillos): 51
£: A —> A' es un homomorfimmo de snillos, el anillo cociente
4/ker £ es iscmorfo al anillo imagen Inm f.
TEOREMA 7: Si B es un ideal bildtero de A, ls aplicacién
P A —=> A/B , dada por: p(a) = & + B, es un homomorfismo su-
prayectivo cuyo micleo es B (se dice homomorfismo csnénico
4 sobre A/B).
Demostracién: Se propons como Ejercicio.

ETERCICIOS:
6. i g es un elemento inversible de wn anillo A, demostrar

que 1a splicacidn g, !

A -5 A dada por: g(x) = exa”,
de . Se aice interno de A.

o8 un
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9. Sea @ un elemento fijo cuslquiera de A. Bs evidente que la
splicacién f.: A —> A dada por: £ (x) = ax , s uwn endo-
morfismo del grupo abeliamo (A,+). Se tieme as{ una aplica-
oién 2: A —> E , definida escriblendo: £(a) = £,. Probar
que £ es homomorfismo de anillos, y establecer qué comdicio-
nes deben cumplir los elementos de Ker f.

1ECCION 9

1.DIVISTBILIDAD EN DOMINIOS DE

En un anillo conmutetivo A, se utiliza la nomenclatura de
la divisibilidad conocida en el anillo Z. Asi pues:

DEPINICION 1: Dados dos elementos de A, se dice que
8 es divisible por b, 6 que & es miltiplo de b, 6 que b es di-
visor de a, oi existe un elemento q € A, tal que: & = bg -

Se escribe: bla .

TEOREMA 1: La relacién binaria |, llamsda relacién de di-
visibilidad, es transitiva.

Demostracién: Es bien conocids.

TEOREMA 2: 51 el anillo posee wnidad e, la relacitn | ea
reflexiva.

Demostracién: (¥ & € A) & =ae , luego: afa .<>

Suponemos‘en 1o sucesivo que A poses unidad.

DEFINICIOR 2: Diremos que un elemento &
b, si existe uwn u inversitle, tal que: & = bu .

asociado & uno

TEOREMA 3: Ia Telscién R definida por: aBb <=> & €5 BSO-
ciado a b , es una relacién de equivalencia.

Demostracién: 1°) sRa , puesto que: & = ae j

2°) aRb <= @ = bu <=> @ '= b <=> bRa ;

3) aRb y BRo <= @ =bu, b=ov e a=olva) <= ako ,
inversible por serlo n y ¥. <

va que yu
Ia clase de equivalencia [al= {b J b = au , u inversible’
86 diré clase de msocisdos.
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TEOREMA 4: Ta relacién |
aRa' y BED' ¥ ajb = ayb .

Demostracién: @' = &m , B' =bv y b=aqg = b'=aqw =
sanly o a0

Se tiene asf una relacién en A/R , induoids por |, y que
indicaremos con el mimmo 8igao |. Es deoir, definimos:

(SO RERTIN

Es inmediato que esta relacién de Aivisibilidad en A/R

tiene tambien las propiedades reflexiva y transitiva.

estable pars R,

aeoir,

TEOREMA 5: Si A es dominio de integridad, la relacién | en
A/R, on antisimétrica.

Demostraciém: [al(¥] y [b])[al <=> ald ¥ bla <=>
b=ag y a=be = b=Dblea) = be = bloq) => (por ser A de
integridad) o = oq => 'y inversible => [a = [8]. <>

COROLARIO 5.1: la relacién de divisidilidad en A/R es de
orden.

DEFINICION 3: Un elemento a O de A se dice primo 6 irre-
ducible, #i solo es divisible por sus asocisdos.

EJERCICIOS:
1. Demostrar que la clase [e]
elementos inversibles.

2. Comprobar que un elemento p # 0 es primo, i y solo si la
Glase [p] ee mininal pars la relacién de orden definida en
MR .

3. Probar que el confunto de los miltiplos de un elemento g
un ideal. Se 1lama ideal principal de generador

4. Indicando com (a) el ideal anterior, demostrar que:

(8) € (b) <=> bja .

5. Sea I ol conjunto do 1os ideales principales de 4, ordenado
por 1a Telacién de inolusién. Comprobar que la ley
£: MR —> I, dada por: f[a] = (a! splicaoién, y que
1nvierte dxrrx el orden.

campone exactemente de 108




2.CURRFO.

DEPINICION 4: Llamamos cuerpo & un anillo K que cumple:
1°) es commutativo , 2°) pos wnidad e , 3°) todo elemento,
‘excepto el cero, es inversible.4!) 0% 1

Consecuencias:

1%) E1 conjunto K - {0}, que se indica K*, es grupo abe-
liano con la operacién producto.

2%) Como todo elemento no mulo es regular, K es dominio
de integridad.

3% (Wb AO) FcIa=te
= ab"'. Se eseribe tambien: a/b ¥ se llema cociente de @ por b
6 fraccién s sobre b.

EIRMFLOS:

1. Tos anillos Q, By C son cuerpos.

2. El conjunto [a + bVZ 3 &,b € Q]
o ordinarios.

ol elemento b 'a =

cuerpo con la suma . produg

4o un ouerpo son £0, s K.

2. Comprobar que las reglas de suss y producto de fracciones de
X son las mimmas conooidas en el cuerpo de los mimeros ra-
cionales.

TEOHEMA 6: Todo dominio de integridad finito D, es un
cuerpo.

Demostracién: Sea 8 un elemento de D, distinto del 0. Ia
aplicsoién £: D —> D dada por: £(x) = ax , es inyectiva, ya
que: ax = &y = x = y , Por ser g regular. Pero siendo D finito,
£(D) tiene ol mismo minero de slementos que D, luego f en su-
prayectiva, y por tanto, existe uwn elemento b de D tal que
£(b) = o, s deoir, ab = o , luego & es inversible. <>

ETRMPLO!
3. Ya vinos (pg.43, Ejercicio 7) que el snillo cooiente Z/Zp
o= dominio de integridad si p es primo. Como es finito
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(+iene p olementos), es un cuerpo.

Caracteristica de un cuerpo.
Como anillo que un cuerpo K tiene carscteristica p.
Puede ser O (caso de Q, B 6 C), pero si es p # 0, debe ser pri-
mo, ya que si: p =m , domde m £ 1y n £ 1, los elementos
¥ me son aivisores de cero, pues se tieme: me.

e = me = pe = 0,

DEFINICION 5: Un gubouerpo de wn cuerpo K es una parte H
@6 K, que es cuerpo con las mimmas operaciomes que K.

TEOREMA 7: Una parte H de K es subcuerpo, si y solo si
cumple: 1°) (H,+) es subgrupo de (K,+) ; 2°) (B¥,.)
po de (E+,.) .

Demostracién: Se propone camo Ejereicio.

DEFINICION 6: Un‘cuerpo se dice cuerpo primo si mo posee
ningén subcuerpo propio.

TEOREMA 8: Sea K un cuerpo y p eu ceracterfstica. Exton-
ces, si p = 0, el conjunto H = [me/ne } m ¢ Z, n € K*] es wn
subouerpo isomorfo & Q. 81 p 4 0, J = [me 3 m € 2]
cuerpo isomorfo & %/2p.
Demostracién:
1°) Sea £ 1a aplicacién: Q —> B , dada por: f(w/n) =
me/ne . Bs téoil comprobar que se trata de un homomorfismo
Pero tambien es inyectivo, puesto qu
me/ne = m'e/n'e = m'e = mm'e = m' = m' (por ser p=0) =>
w/n=mn'/a .
2°) Sea £: 2 —> J , dada por: #(m)= me ; es claremente
un homomorfismo suprayectivo cuyo micleo es Zp , ¥ por el Teo-
Tema do isomorfia de anillos, se tiene: 2/Zp es isomorfo a J.<>

un sub-

Notemos que el ¥inico subcuerpo primo de mn cuerpo X es:
Hsip=0,yJeipgko.
EJERCICIOS:

3. 2 2 x "




49
LECCION 10

1.VECTORES LIBRES EN EL PLANO ORDINARIO.

Entendenos por plano ordinario ¢ plano intuitivo, & esa fi-
gura, wn tanto complicada, conjunto de objetos y propiedades
cuyo conocimiento hemos adquirido sobre todo a través de la in-
tuicién sensible. Puntor
objetos principales. Su se inicia ya en
1a Escuela Primaria y se continia en la Secundaria. El método
seguido en dichos Grados para estudiarlo, ha sido en parte in-
tuitivo y en parte 16gico, es decir, hay propiedades que se ad-
miten solamente por motivos intuitivos , y otras que se demues—

Tectas, segmentos y dngulos son sus

tran con razones légicas, apoydndose maturalmente en resultados
ya admitidos.

Io que diferencia este método digamos mixto, con el que
guido en las Leociones precedentes, tipico del Grado
Superior, es que este establece explicitamente, al comenzar el
estudio de cualquier concepto, las propiedades del mismo que se
admiten porque sf ( en realidad, por razones intuitivas, como

hemos

80 ve en los Ejemplos), y todas las demds propiedades se van
demostrando 1égicamente a partir de las primerss. Es decir,
aunque este método es tembien "mixto", no mezola , cronolégi-
cemente hablando, las propiedsdes a priori con las deducidas 16-
gloanente. Notemos, que el conjunto de propiedsdes & priori
constituye la definicién del concepto; estas suslen llamarse
sxiomss definidores del mismo.

Volvamos & nuestro plano ordinario, concepto tpico del

Grado Medio, ouyo método de estudio, de mezcla, va bien con
desarrollo mental del alumado correspondiente.

A cada seguento se 1o asigna una longitud, es deoir, un mi-
o real positivo. Claro que esto se hace teniendo waa idea mo
my exacta del mimero real, pero sufioiente para el objeto.

Un yvector fijo es un segmento AB ordensdo, esto BAR
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1laméndose origen del vector al punto A y extremo al punto B.
Pues bien, en el conjunto E de dichos vectores fijos,
define la relacin R siguiente, llamada de squipolencia:
B RIB' <=> ABB'A' es un paralelogramo.
Dicha relacién es de equivalencia, y clasifica el conjun-
%0 E de vectores fijos del plano ordinario en clases disjuntas.

DEFINICION 1: Un yector libre del plano ordinario es una
clase de vectores fijos equipolent
conjunto cociente E/R.

) es decir, un elemento del

Se sabe que por cads punto O del plano, y cada vector li-
bre & , existe un vector £ijo y solo uno de origen O y perte-
neciente a 8. SimbSlicamente:

(¥ 0 € plano)(¥ a € E/R) HOP e a .

Se sigue que el conjunto de vectores fijos de origen O da-

do, es un sistema completo de representantes de R.

Sean 8 y b dos vectores libres, y AB un vector £ijo repre-
sentante de g ; por 1o dicho anteriormente, existe un represen-
tante BC de b , de origen B. Se tieme asi un vector fijo AC .
Pues bien, la clase [AC) queda definida univocemente por
 se dlco suma de g y b , indic4ndose: @ + b. Ee decir:
= I RAC .
Esta propiedad del plano ordinario, se canoce con el mom-
tre do Teorems restringido de DESARGUES. (Hagase la figura).

DEPINICION 2: la operacién binaria (+) definida snterior-
mente en E/R recibe ol nombre de suma de vectores libres.

* TEOREMA 1: E1 conjunto de vectores libres del plano ordi-
nario, con la operscién (+) enterior, es wn grupo abelisno.

Se hace en las a0
dicho plano.

Por otra parte, 81

 un mimero real y AB wn vector fi-
jo, sellams producto de t por AB al vector AC definido asi:
1°) su origen es el mismo de AB.
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2°) su longitud es /AC/= /t//KB/.

3°) su direcién es la misma de AB.

4°) su sentido es el mismo de AB si t > O, y contrario i
t<o.

Se escrive: AC = .AB .

Pues bien, esta operacién externa sobre el conjunto de
vectores fijos, es estable para la relacién de equipolencia,

s decir:

BRAB = t.IBR .

DEFINICION 3: Ta operacién externa (.) inducida por la
anterior en E/R, es decir, la operacién definida por:

4.[AF] = [t.AB] , se dice producto de un vector por un mimero

real.

TEOREMA 2: La operacién externa anterior tieme las
guientes propiedades: (¥ a,b € E/R) (¥ t,8 reales)

1%) t(a + b) = ta + th

2%) (t+8)a=ta+ea

3%) t(sa) = (te)a .

4% 1a=a.

Demostracién: Ies 2% 3% y 4% son consecuenciss inmediatas
demuestra apoydndose en

de las definiciones 2 y 3. la 1%
1las propiedades del plano ordinario.
Yectores libres en el espacio ordinario.

Su definicidn, asi como las definiciomes y propiedades de
la sums y producto por un mimero real, son totalmente andlogas

a las anteriore:
2.ESPACIO VECTORTAL. GENERALIDADES.

Sea K wn cuerpo.

DEFINICION 4: Se llama espacio vectorial sobre K a un com-
Junto V dotedo de una operacidn interna (+) y una.externa (.)
oon K como dominio de operadores, tales que

1) 1a estructura (V,+) es un grupo abeliano.

41) la operacién externa cumple (¥ t,s € K)(¥ &,b € V):




1°) t(a+b) =tas tb.
2°) (t+s)a=+ta+sa.
3°)  t(sa) = (ts)a .

4°) la=a.

Ios elementos de V se dicen y los de X escalares.

Notemos una vez més, que

usa el mismo signo + para in-
dicar operaciones distintas (aqui la suma en K y en V), pero
que no ha lugar & confusién, fijéndose en los elementos que
une el signo + en cada caso. Lo mismo puede decirse del signo
(.), que indica tento el producto en K, como la operacin exter-
na sobre V, la cusl se dice tembien: producto de t por a.
Consecuencias de la definicién.
1%) 51 multiplicemos el cero de K por cualquier vector, se
obtiens el vector mulo de V: 0.a = O . Bn sfecto:
ta=(t+0a=ta+0a = Oa=0
2%)E1 opuesto de -a = (-1).a . En efecto;
e+ (-1)e=1a+(-a=(1-1.8=08=0.0

EJEMPLOS:

1. E1 conjunto de vectores fijos del plano (espacio) ordinario

que tengan wn mismo punto origen.

E1 conjunto de vectores libres del plano (espacio)ordinario.

. E1 cuerpo K con la operacién (+) considerada como interna, ¥
la (.) considerada como externa con dominio K de operadores.

. E1 conjunto producto K* con la operacién interna (+) exten-
si6n de 1a suma en X, y la externa (.) definida aaf:

" (4,

5. El conjunto de

coeficientes en K, donde (+) es la suma de polinomios, y

(.) el producto por un mimero de E. Se indica & este conjun-

o K[x].

I

con

EJERCICIO:
1. Demostrar que: ta =0 =>t=0 6 a=0.
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En lo sucesivo, V designa un espacio vectorial sobre K.

5: Se dice veotorial de V a una par-
te S de V, que es espacio vectorial con las mismas operacione
que V.

TEOREMA 3: Una parte S de V es subespacio vectorisl si y
s0lo 81 cumple: 1°) es subgrupo aditive de V, 2°) table
para la operacién externa.

Demostracién: Se propome como Ejercicio.

Notenos que un subgrupo aditivo de un espacio vectorial
no tiene porqué ser subespacio; por ejemplo, X es subgrupo
aditivo del espacio vectorial C2, y mo es subespacio vectorial
40 2.
ETERCICIO:
2. Dar ejemplds de subespacios vectoriales en los EBjemplos 1

& 5 procedentes.

Sea 5 un subespacio de V. Camo V es grupo abelisno y §
subgrupo, el grupo coolente V/S es abeliano. Sabemos que 1los
elementos de V/S son las clases de equivalencia [a] =a + S ,
correspondientes & 1a relacién R dada por: aRb <=> a - b€ §
(v. pg.30, Teor.3). Recordemos tambien, que la operacién suma
en V/S es la inducida por la (+) de V y viene portanto defini-
da asf: [al+[b] = [a+b].

TEOREMA 4: En el caso precedente se tiane:
1°) la ley externa es estable pare R.
2°) 1a estruotura (V/S, +, .) inducida por las operacio—
nes do V, es tambien un espacio vectorial sobre K.
Demostracién: 1°) aRb <=> @ - b €8 => (¥ t € K)
t(a - b) = ta - tb € § (por ser 5 subespacio) <=> ta R tb.
2°) se propome como Eercicio. <>
DEFINICION 6: El espacio vectorial V/S enterior, recibe
el nambre de espacio vestorisl cociente de ¥ _sobre S.




‘Homomorfiemo. Isomorfiemo
Sean V y W dos espacios vectoriales sohre E. Son evidente-
mente dos estructuras endlogas, y splicando la definicién geme-
ral de homomorfismo (v. pg.25) & este caso, se tiene lo
DEFINICION 7: Un homomorfismo (6 splicacifn lines) de V.
una eplicacién £: V —> W que cumpl
1) (W ab €V) f(a+b)=fa+ b,
2°) (WtEX)(¥a €V) f(ta) = t(fa) .
Ios conceptos de 5

on W

son 1os casos particulares de homomorfimmo, ya explicados en

general (v. pg.25).

EJERCICIO:

3. Comprobar que las propiedades 1° y 2° precedentes, equivalen
1égicamente a: (¥ t,8 € K)(¥ a,b € V) £(ta + sb) = t(fa)+a(fD).

PRODUCTO DE ESPACIOS

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre K. Sabemos que el con-
junto producto VxW , dotado de la operacién (+) definida por:
(2,a') + (b,b') = (ata’, +b') , es un grupo abeliano (v. pg.35
Dof.13). Pues bienm, tambien puede definirse sobre VxW la si-
guiente operacién externa (.): t.(a,a') = (ta, ta').

DEFINICION 8: le estructura (VW, +, .) donde (+) ¥ (.)
son las operaciones precedentes, es un espacio veotorial sobre
E, que se dice espacio producto VxW .

Del mismo modo se define el producto cartesiano de n espa-

cios vectoriales Vy,..., V, sobre un mismo cuerpo K.

EJEIPLO:

6. E1 espacio vectorial K" del Ejemplo 4, s el espacio produc-—
%0 Ex...xE , donde ¥ es el espacio del Ejemplo 3.

4.STMA E DE_SUEESPACIOS. SUMA DIRECTA.

DEFINICION
na punn lineal 6 suma de ellos, al conjunto:

: Dados p subospacios S,...,S, do ¥, s Lla-
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et 8 = Lagrs w3 w6 S,

ve € 8) .
TEOREMA 5: Ta suma S = S+...+ §, ¥ la intorssccién

T=50...n5, , sm subespacios veotoriales de V.
Demostracién:

1°) a,b €5 <= a = a+.

bt 8y 0 b= bree by (8B €5,)

= 8- b= (ayby)e.o+(a;b) €5, por sor: a;by € 5, 5

tamblen o tiene: 8 € S => ta = ta+...+ta € S, pues ta, €
Portanto (v. Teorema 3) S es subespacio.
2°) b€ T <= (VS,) ap €8, Da-bES, , ta€s,
luego: 8 - b €T y ta € 7. Por ello, T es subespacio. <>
Notemos que la demostracién de 2°) es vélida, aunque la
familia {5,} no fuese finita.

A

DEFINICION 10: Ia sume S se dice sums directs, y e escri-
be: 5, © ... @S5, , oi cada elamento @ do S, solo puode expro-
sarce do una manera GomO SUEA 8+...+8, , 00 deoir,, oi deter-
nina unfvocanente los sumandos do la igualdad: & = o
Llanando componente i-sima de g, al sumando 8, puede de-
cirse: "la sums es directa si las componentes de cada elemen-
0 de 5 son tnicas".
© tambien: "la suma es directa si la aplicacién
21 Sjx..ox 8, = Syee..s 5, Gada por: 2(a,
= aghet 8, 08 biyeotivat.
TEOREMA 6: e sume S es directa si y solo si la igualdad
s T implica: 8=, .., &= 5.
Demostracin: Si se cumple esta implicacién, mo puede su-
-+ b, comalgim agdy, ya que entan-
sorfa: (s;-b;)+...+ (a;-b)) =0, donde (a,;-b,) es de 5, , ¥
w (ag-by) #7T contra la hipétesis.
Rociprocanente, i la susa es directa, la implicacién an-
tertor s inmediata.

PO,

11: Tos

aicen independientes si su suma es directa.
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DEFINICION 12: Dos subespacios Sy T se dicen suplementa-
rios (respecto de V) si: V=5@T .

EJERCICIOS:

4. Demostrar que en ol caso de suma directa, la mplicscidn £ en—
torior es un iscmorfismo.

5. Demostrar que dos subespacios S y T de un espacio vectorial
V, son suplementarios si y solo si: 8+ T =V y Sn T =0,

6.5 S= Sy 4 et Sp » comprobar que la aplicacién
gt S —> 5, dada por: py(a) = 8 (componente i-sima de 8),
o6 un homomortimo. Se dice a p, proyeceién de S en 5. En
general, 8o dlce proyeccién p tal que: p.p = p-

7. Demostrar que, dados dos subespacios S y T do V, la suma

S+ T es ol menor subespacio que contiene a ambos, y S T
s ol mayor subespacio contenido en los dos.
5.COMBINACTON LINEAL. CIAUSURA LINEAL.

, a,) uma familia finita do veotores de V.

sea (a,,
DEFINICION 13: Se llama gombinacién linesl de 1os vecto-
es (8),..., ) & cuslquier vestor: & = fa+...t ta .

Tembien se dice entonces, que el vector a depende limeal-

.

TEORRMA 7: El conjunto de todes las combinaciones lines-
.+, 8 ) es un subespacio vectorial §

mente de 1o vectores a,,

1es de 10s vectores (a
e v.

Demostracién: 5 = {a ) 8 =t ba
innediato comprobar que la diferencis de dos tal
nes Lineales y 61 producto do wn mémero ds X por una tal com-

binacin lineal, es otra del mismo tipo. <

DEFINICION 14: E1 subespacio S anterior se dio
lineal de la familia (a,). Tambien se dice que S estd engen-
aredo por la fantlia, y e osta oo uw sistesa gemeredor do S.
So esorive: §=X(aj,...,8) 6 5=Ka,) .

clausura

DEFINICION 15: Un espacio vectorial V se dice de tipo
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£inito ei sdnite wn sistema gemerador finito, y monégeno si
sdmite wn sistems generador compuesto por un solo vector.

TEOREMA 8: 51 wna fanilia do vectores (b;,..., by) estd
contenida en 1a clsusura linesl i K(a,), se tiene:
X(v)) € K(ay)

Demostractén: b € K(by) <=> b= o,bire.ok b, poro

ny= tlagseert o, Tuago suntitaento se then

bea(tjages ) v g (tlage ot ta) € K(ay) O

1 resultedo obtenido se exprosa tembien asi: "si wn vector
2 de-pende linealnente de los vectores (b,..., b,) ¥ ceda uwno
de ostos depende linealmente de los (a,), el vector b depends
1ineslmente de estos Wltimos"(Propiedad transitiva de la depen-
dencia lingal).

COROLARIO 8.1: 51 llamamos equivalentes a dos femilias
('57'(‘;1) cuando: K(ay) -r(bj) » 86 tiene: Dos familias de
‘vectores son equivalentes si y 80lo si cada vector de una es
oambinacién lineal de los vectores de la otrs.

TEOREMA 9: la clausura lineal K(l.‘.u., lp] s el menor
subsspacio vestorial que contiene a la femilia (a,,..., a ).
Demostracién: Se propone como Ejercicio.

Ios comoeptos del presente pérrafo se pueden ampliar al
caso do una fanilis (s,) oualquiers, finita ¢ no. Parece matu-
ral oomensar por la sigaiente
16: Llamanos clausura lineal de wna familia

(a,) a2 menor subespacio vectorial que la contiene.

TEOKEMA 10: Dicha clausura lineal es la intersecoién del
oconjunto de los subespacios que contieneu & la familia (a).

Demostracién: Se propame como Ejercicio.

TEOREMA 11: Ia olsusurs lineal de la familia (‘1) es ol
conjunto S de las combinaciones lineales de cada subfamilis
tinita do (a,).
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a=tag..+ fa , o8 unica;

5 decir , @ determina univosa-
mente los coeficientes de eu expresién como combinacién lineal
de o8 a;.

DEFINICION 5: Dada una base (s,,..., 8,) de V, la splica-
cién g V —> K , dada por: gla) = (ty5000 %) , donde

&= tia; ...+ t8, , s Llama pistena coordensdo de V definido
Dor 1a base (s;) , ¥ g(a) se Gice n-tupla coordemada de & en

dicho sistems. El mimero , se dice coordenads i-sima de

EJERCICIO:
5. Comprobar que un sistema coordenado es un isomorfismo.

TEORRMA 2: los vectores a,

8, (8, 4 0) son dependien-
%es o1 y solo o1 algwmo do elloo eo combinacisn lineal do loo
que 1e preceden.

Demostracién: Sea %,8,+...+ ta =0 ; si eon dependien—
tes existe wna igualdad como la antaior tal que algin t; £ 0 ;
de estos ¢, mo mulos tomemos el de mayor subindice
k= ndx {43 8, £ O}

Bntcnces: tyager.e =0 3t A0,

mltiplicando por ¥ se tien

e 2 =0,

lusgo podemos expresar &, como combinacién lineal de los a;
cuyo 4 < k.

51 el unico t, # O es t, emtonces: tyay =0 , lo cual im-
plica: @, = J, que contradice la hipétesis.

Reciprocamente: §i oxiste un & tal que
By = tyagteeot b @, o, e tiene: tiajb...t by @ - =D
3 como -1 # 0, los vectores son dependientes. <>

Con andloga demostracién so tendrfa ol teorema que resulta
4o sustituir la hipstesis af O por af O, y la palebra "prece-
den® por "siguen".

COROLARIO 2.

Tos vectores

Byiaee son dependientes
51y solo si existe wn subconjunto propio de ellos que engen—

ara el mismo subespacio vectorial que todos(v. pg.57, Corol.B.1)
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COROLARIO 2.2: Un conjunto £inito ¥ de veotores comtiens
wn subconjunto 11bre que engendra el mismo espacio qus .

Demostracién: Si P es libre ya estd demostrado y si es i~
gado, hay un vector dependiente de los demss, que se suprime;
£1 el conjunto que queda es libre ya estd demostrado el Corola-
1 si-

rio y en caso contrario se vuelve a suprimir wn veotor;
guiendo, por ser P finito, se llega a obtener un suboonfuato
11bre que engendra el mismo sspacio que P. <>

COROLARTO 2.3: 51 un espacio veotorial es de tipo finito,
poses wna base finita.

COROTARIO 2.4: 51 1a familia (ay...,a,) o8 libre y la
(8y4...y 8y, b) eo ligada, el vector b es combinacién lineal
4o 108 (a,). Paes en esta Witima hay un veotor combinacién 1i-
108

neal de 1os precedentes, que mo puede ser um a; POT B
a, indopendientes.

SEOREMA 3: 54 3 veotores @,...,a, fornen uw sistema go-
nerador Gl espacio veotorsal V, y ¥ oomtiene I veotores inde-
pendientes, entonces: r € n.

Demostracidn: Sean b,,...,b, Veotores independientes; el
cenjunto (b ) o8 un sistesa gemerador de V. Pero como
b, 8 combinacién linesl de los 8, este sistesa oo ligado y
por o1 Teorema 2 existe un veotor combinacién linel de los pre-
20 o8 b, puss b, £ 3 ; sea dlcho vestor a3 su-

cedentes, que no
prinidndole obtenemos otro sistema generador (by,8,,...
Byyqeenerty)e
Tambion serd sistema gemerador:
(By,By 48y yeee sy q18y, 100018, QU6 & =u vor es ligado; vol-
viendo a splicar el Teorems 2 podemos SUprimir 0tro veotor a,.
Repitiendo este proceso resulta que, i fusse r > m , el
sistema (b ,...,b;) serfa gemerador, ¥ o1 (b, ;sbyyesesby) 80=
rfa ligado, oomtra ls hipétesis. <>

COROIARTO 3.1: Ea un espacio vectorial V de tipo finito,
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todas 1as bases tienen el mismo mimero n do elementos. Dicho
mimero n se llana rango (6 dimensién) do V.

Demostracién: Dadas dos bases (a
como 10s vectores a, son independientes Y los b genersdores,
Por o1 Teorema 3 se tiene n €m ; pero por otro lado los by
son independdentes y 1os o, generadores lusgs m & n ; se oon-
cluy

m=2. ©

Sea V un espacio de rango finito n, y P una
entonces, si m > n P es ligada, y si

COROLARIO 3.
fenilia do m
B <n ¥xnoes gemeradora.

rectore:

En un espacio de tipo finito, sea
+b,) un sistema libre; entonces,

CORGARIO 3.
(810-+18,) una vase y (b,
50 pusden sustitutr x vectores a, por 1os by do modo quo la fa-
<8y ;) s0m base.

conoce con el mombre de Teorema del Cambio.

Do acverdo con la nomenclstura usada en conjuntos ordena-
Qos, un sistama 1ibre maxinal es un sistems gue no es subcon-
junto propio do otro sistema libre. Del Corolario 3.2 deduci-
Dos que una base es sistema libre meximal. Reciprocamente,

TEORENMA 4: Sea V un espacio vectorial que posee un siste-
ma P 1ibre meximal finito; entonces, ¥ es base de V.

Demostracién: Es inmediata, apoyéndose en el Corolario 2.4.

COROLARIO 4.1: S1 un espacio V es de tipo finito, cusl-
quier subespacio S de V tambien lo es, y dim § < dim V.

Demostracién: Se propone como Ejercicio.

" TEOREMA 5: Sea V un espacio de dimensién n. Entonces, un
sistema P de 1 veotores o8 base si y 80lo 51 @e cumple cual-
1%) ¥ es libre, 2°) P s genera-

Demostracién: 1%) P es libre maximal, luego base.
r 1igada, ya que entonoes (por Corola-

2%) ? no pusde
rio 2.1) existirfs un sistema generador de V, de n-1 vectores,



63

10 cual es imposible (v. Corolario 3.2). <
NOTA IMPORTANTE: El subespacio nulo {0} , & pesar de ser de ti-
Po finito, no posee bese alguna, ya que el sistema (0) es liga-
do. Poro se adnite que: dim {6} = 0 , por razones que se verda
nds adelante.

EJERCICIOS:

6. Demostrar que un sistems de vectores es base, si y solo si
65 genersdor minimal.

7. Probar que dos sistemss equivalentes del miemo mimero de vee
‘tores, son simultdneamente libres 6 ligados.

8. Demostrar que: Aim(VW) = dim V + dim W.

9. Probar que dos espacios V y W de la misma dimensién n son
1somorfos. (Recordar que cada wno es isomorfo a K%).

DEFINIOION 6: Se 1lana rango de un sistema (a,,...,a,) al
Tango de la cleusura K(s,,...,a,), es decir, al méxino mivero
4o vectores independientes que contieme.

7 D dos vectores de una familia finita ¥, y sea P!
la femilia que resulta de ¥ sustituyendo & por: & + tb.
Demostrar que: rang Pr= rang ?.

T1. Sea (8;,-+,8,) w sistema 1ibre, y t,,...,4, oscalares
distintos de cero. Probar que entonces, el sistema:
(4yoy shaghe.s SBa, tyuy sdarr. e Doy en,

8+ oo e, geeot 808, ) o8 tambien 1ibre.

12. Apoyéndose en los Ejercicios 10 y 11, caloular el rango
de sistemas dsdos de vectores de Q.

2.DIMENSIONES DE SUEESPACIO:
Sea V un espacio veotorial de dimensién n. Por su impor-
‘tancia, repetimos aqui, mejorado, el siguiente resultado:
TEOREMA 6: 51 S es subespacio de V, dim S € dim V , ¥ 81
e cumple el signo = , se tiene: 5 = V.
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Demostracidn: Ia primara parte es el Corolario 4.1 prece-
dente. e segunda se sigue de que toda base de S 1o es de V,
por ser un sistems 1ibre de n vectores (v. Teorema 5). <

COROLARTO 6:1: rang (8,..., &,) = rang (8;,...,8,, b)
<= K(ay,..0r8y) = Kla, b) <=> b es combinacién lineal
de 1os (a;).

Demostracién: Se propome como Ejercicio.

TEOREMA 7: Si partimos una base de V en dos partes
B = (a,018,) ¥ B'= (a1,...,8;) , 9 tieno: Los subespa-
clos S=K(B) y T=EK(B') son suplementarion.
Demostracién: Es claro que S + T =V , ya que:

+8,) base de V. En cuanto a la inter—

S+ 12 (3,8) = (a,.
seccién, notemos que:.a € SN T = &= tiat...t ta, =
=g et TE D taeata st el - te=D
=>(por ser 1os a, independientes) ¥ t; = 0 => & =0 ; se con-
cluye: SN T = 3. <

un suplementario.

Todo subespacio S de V, pos
51 o5 B una base de S, de acuerdo con el Co-
rolario 3.3, existe un sistema B' libre tal que (B,3') es base
de V. Iuego segin el Teorema precedente, S =K(B) y T =K(B')

son suplementarios. <
TEOREMA 9: Si S y T son dos subespacios vectoriales de ¥

se tiene: dim S+ dim T = dim (5 + T) + aim (S0 1).
Demostracidn: Camo S N T es un subespacio vectorial, pos

una base; sea esta (o,y..s0,)
Poro simdo 5N T subespacic do 5, existen p veotores
-v-p) ©5 base de S. Ana-

b, tal
a s que

ayyeee08, tales que (o,...,0;,8;
logamente, existen q vectores b,,
1041Bys-+2sB) o8 base do 1.

Vanos a demostrar que (c,,...,0,,8,
una base de S+T. Evidentemente es un sistema gemerador de este
subespacio; nos queda por comprobar que es libre

(o,

Dgrennsby) 8
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Supongamos que existe la relacién:

+ ot Byaptet S a T b Tby = D

Tybyre ok T = ~byepm.

to -8
5% 5
61 segundo miembro es pues un vector de § y el primero de T, lo
cusl indica que Tybjt...+ T by es un vestor de SN T y por
‘tanto:
B . Y

pero como el conjunto de los (b;) ¥ 1os (c) es libre, se tie

me: ry=...= r_ = 0. Andlogamente obtendriamos 0.
3 por tanto se tiene:
tyopte. s o =0
poro como 10s (o,) son independientes, se sigue: &, t, =0
Tenemos:

queda pu

probado que el sistema ('k'bi'ul) s base
dim (SAT)=n , AmS=n+p
Qm(S+T)=n+p+q , dmT=n+q

Iuego 61 teorena estd demostrado. <>

Hotemos que si SN T =0 , el conjunto (ed) es vaclo, y

llega a: din $ + dim T = aim (3 + D). Poxkllo, para que la

igualdad del Teorema 9 ses tambien vélida en este caso, es pre-

oiso hacer o1 convenio: din {0} = O , que ya se indics.

< COROLARIO 9.1: Ie suma S+T de dos subespacios, es directa
81y 80lo si: dim S 4 dim T = dim (S+1).

> TEOREMA 10: Sea (aj,.
0 ¥/S , ¥ (ay,..+,8.) un sistema de vectores de V tales que:
»). Entonces, este sistema es una base do

a'_) wna base del espacio cocien-

wn subespacio T suplementario de S.
Demostraci6n: €8 ...+ £ € 5 W tias...sta 45§
= (v. p8.53, Dof.6) taf +... tal = (0] => (por ser los

8y independientes) t,=...= ‘P‘ 0. Se sigue: 1°) el sistema
(8y4++-18,) o8 1ibre, puosto que: tiare...+ Tau= & =
om0 5 2°) T = K(ayieinn) 08 tal ques TS =0y

3°) T+ 5=V, yaquer (Va€V)a€lal= tiapr..+ tay =
=t fa 4 SCTAS . O
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COROLARIO 10.1: dim V/S = dim V - dim S.

swmsoior Ul T G e

13: Dados subespacios S y T, determinar bases de S, T, SN T
y S+ T

141 B B9 5 sitppneivsute; snian mane o v
cios suplementarios. Demostrar que (B,B') es base de V.

A

3.CAMPBIO DB COOFDENADAS

Sean (ay,...,8,) ¥ (b,
vector cuslquiera. Bsoritanos:

o= oy oy = 37Dy 3P

25 deotr, desiguanos son (x1) las sosrdenadss 6o g en o1
sistomn coordenado o base () (&tencs Sasbien, on la base

4)), ¥ oon (y ) en 1a vase (b ).

El con en vez de con
mejora la claridad de la mayoria de las férmulas y cdloulos en
Que entran, y ayude a su retentive, como veremos en 1o que sigue.

Pues bien, interesa muchas veces, expresar las coordena-
as (y9) en funcidn do las (x'), 6 viceversa. Ello puede hacer—
se, si conocemos las coordenadas de los vectores de una base
respecto de la otra. Por ejemplo, sea:

1b,) dos bases de V, y &_un

m).

by = ey e ey (321,
Entonces se tiene:
dlagrs Pay = (5a sk o )r s Pltla s o) =
= e P e e
y por ser los (-1) mdwpund)lnt‘a, se deduou‘
Ay P e R P 6 sen

-y .+yz‘ (1= 1y0000m) ™.
Zos n igualdades (1) expresan las x' en funcién de las yo.
Notemos que los coeficientes de la expresién de x* son las coor-
Gemadas i-simas de by,...,b, on la base (a,).
snalogamente, 51 se tiene
;= albeos &b, (4= 1,0..m)
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+ ] (3= 1w (2.

se llega a:
EIEER

EJERCICIO:
15. Esoribir las ecuaciones (1) ¥y (2) en el caso de V = G° ,
(a;) = base natural, y (b,) = basa dada.

LECOTON 12

1 LINBAL. PRIMERAS

Ya se 416 en la Leccién 10 (pg.54, Def.7), la definicién
e homomorfismo de espacios vectoriales, concepto que se desig
ns més corrientemente con el nombre de splicacién lineal.

EJEMPLOS:
1. Ia aplicacién £: K —> K , dada'por: £(x) = 5x .
2. Ia spltuciéh £: X’ X3 dada por: 2(x,,x,) =
= (xge 2 B 3y, 20m3p)
3. Ia aplicacién f: E[x] —> K[x] dada por: £(P) = P' deri-
vada de P.
4. Ia aplicacién p,: V<V —> V , dada po

Py, ay) =

‘EJERCICIOS:
1. Comprovar que la splicacién candnica p: V —-> V/S , de un

V en wn espacio cocient lineal.(Recordar: p(a)= & + S).
1t Sean U, V, W. tres espacios vectoriales, y £: U —> V ,

g V —> W , sendas aplicaciones lineales. Demostrar que

el producto g.f: U —> W , es lineal.
Consecuenc: s definicidn.
Sem una splicacin lineal f: V —> W.

1°) £ posee todas las propiedades que se deducen de ser
un caso partioular de homomorfismo del grupo abeliano (V,+)
en el (W,+). Por ejemplo: £(0y)= Oy 5 £(-a)= ~fa .

2°) 51 ol sistama (a,,...,a,) es ligado, tambien 1o es el
(fa,,....2a,). Pues la igualdad: t,a,+...+ %8, =0, conwn
40, dmplicar 2(tiagh. .t T,0,)= t(fa e s y(fag)= 0




con el mismo t, £ O.
3°) si o sistena (fa, fa.) es libre, tambien 1o es
,8,). Pues esta asercién equivale ldgicamente a la

anterior.

Deterninecién y existencia.
« TEOREMA 1: S (8;,...,8,) s un sistena gonerador de V, y
(¢yy+++40,) un sistema de m vectores de W, existe s lo més una
splicacién lineal £: V.~ W, tal que: fa, = o, (1 = 1,...,m).
Demostracién: En efecto, si existe tal f, y a es un vector
cualquiera de V, se tieme: a = tia ...+ 8, , luego
+ t,(fa ) estd univocamente deternivade por.
nioa,

fa = t,(fa )+
lss condicionee prefijedse. Ee decir, si existe tal f,

e 80 ¥, 7 (e400n00,)

lineal £: V —> W, tal que: fa, = ¢, (i = 1,...,n).
Demostracién: Si existe es nica segin el Teorema saterior.
Para provar que existe una, consideramos un vector 8 cual-

se tiene: & = xa+...+ & , y & determina uni-

B-tupla (z,,...,%,); por tanto, si esoribimo

fa = xe r..t X0 , £ 05 wna aplicacidn que cumple: fa, = o

Ji203) 2 admmie.se. Tiswads- vomo'ms ‘smmprastm otinece

cutera do ¥

Expresién coordenada.

Sea f una aplicacién lineal de V en W, (11.“.,n ) una ba-
se de V y (b. ERERRL ) una bese de W. Un vector & de V tieme co-
ordenadas (x') en 1a base (a;), y sean (y9) las coordenadas de
£a on 1a vese (b,). So trata de expreser las ¥ en funcien ae
las X .

Para ello, notemos que segin el Teorema precedente, f que-
Sa determinada dando los vectores fa, (1= 1,...,5). Sea dado
cada fa, por sus coordemadas on la base (b,); se tiene emton-

g
PR S
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Juego: fa = 2(x'ajt...s o) = x'(fa, e FeR) =
B IR R SR JCUR AR

+ 7, 3 a6 comctuye:
1

pero: fa = y‘h‘&.

.
(.
LR NS
1 cusdro formado por 10s escalares t]
coordsnads de £ respecto del par de bases (a;) (by); la repre:
ntarence por: (£, a,, b). E sistema do ocuaciones (1) so
dice expresitn o £ en las @) (), 6
‘tambien: sousciones de £ en las (x) (¥).

RN

llama matriz

2.TMAGENES Y ANTIDMAGENES ER UNA LINEAL.

Sea una aplicacién lineal £: V —> W.
TEOREMA 3: Si S es subespacio de V, £(5) es subespacio
a0 W.

Demostracién: Sean b

bt dos vectores de £(S); por defini-
cién do £(S), existen veotores g, g' de S tales que: fa = b ,
fa' = b'. Ahora bien, como f es lineal, se tiene:

(¥ t,8 € X) tb+ sb'= t(fa)+ s(fa’)= £(ta + o
Iuego £(5) es subespacio de W. <>

) €12(s) ,

DEFINICION 1: Se 1lama rango de la splicacién linesl £, y
86 oscribe: rang f, & la dimensién de Im £ = £(V).

Consecuencie: £ es suprayectiva <=> rang f = dim W (v.
.63, Toor.6).

TEORRMA 43 51 (s ) es una familia de vectores de V,

oo tieme: 2(K(a,,...,8,)) = K(fa,,...,fa).
Demostracién: Como f(‘]l’¢> + b8, )= ‘l(!‘L): #:-Lfln[
vootor del primer miembro 1o es Gol segundo,

.8) 68 base de V, se
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Este Teorema es tambien vélido pars una familia no finita,
como se compruebe recordando la definicién de clausura lineal
de une familia arbitraria.

Notemos que el Teorema 3 es Corolario del 4, ya que:
E(S)= S, luego £(S)= K(£(S)) que es subespacio.

TEORRMA 5: S1 T es un subespacio de W, £~ '(T) es subespa-
oio e V.

Demostracién: Sean @, a' dos vectores de £ '(T); por defi-
nicidn de £71(T) existen vectores b, b de T, tales que:
fa =D, fa' = b'. Pero como £ es lineal, se sigue:

(¥ t,8 €K) £(ta + sa')= t(fa) + s(fa')= tb + sb' € T
or ser T subespacio, luego: ta + sa! € £(2) , lo que pruste
la tesis. <>

Ya hicimoe notar que la aplicacién lineal f es homomorfie-
mo del grupo sbeliano (V,+) em el (W,+).

DEFINICION 2: Se llame micleo de f @ su micleo N como ho-
momorfismo de grupos abelianos, y se escribe asimiemo: Ker f.
Como N = £7(0,), se sigue que es wn subespacio de V.

Consecuencias (v. pg.32, Teor.8):

1°) E1 conjunto de los vectores de V que tiemen la misma
inagen fa que wo & dado, es: [a] = £ (fa) = & + Xer 1.
2°) la aplicacién f es inyectiva si y solo si:Ker f = OVA

TEORRUA 6: E1 micleo Ker £ es O <=> todo sistema libre
de V tiene por imagen un sistema libre de V.

Demostracidn: =)) 5i Ker £ = N
ty(fa,)e...+ 1 (fa) = Op
. -+ %8.) =0y, luego: tya+...+ ta = Oy (por ser
K = 0;). Pero siendo (a,,...,s,) libre, se concluye: %,

.,m) 1o cual prusba que (fa,,...,fs )
Todo vector & mo mulo de V, constituye un sistems 1ibre

(pues entonces, ta =




il

COROLARTO 6.1: Ia aplicacién £ es inyectiva, si y solo s:
4im V = ain £(V). Pues entances, wna base de V tendrd como ima-
gen una base de £(V) (v. Teorema 4 snterior).

COROLARTO 6.2: Ta splicacién £ es isomortimo si y solo
i: Aim V= Qin W y Ker £ =0y .

Descomposicién canénica.

TEOREMA 7: En la descomposicién cenénica: £ = i.%.p , la
splicseién F: V/K —> £(V) es un isomorfismo de espacios Vec-
toriales.

Demostracidn: Ya estd provado quo ? es isomorfiamo del
grupo (V/H,+) sobre el (£(V),+) (v. pg.32, Teor.8). Pero adenmds
se tiene: F(t[al)= F(ta + N)= £(ta) = t(fa) = t(2{al) , luego
% o aplicacién lineal, y siendo biyectiva, es isomorfismo. <

Recordando que p: V —> V/F es aplicacién lineal (v. Ejer-
oiolo 1 antertor) y que i: £(V) —> W tambien 1o es, resulte
que en 1a descomposicién candnica de f, los tres factores son
aplicaciones lincales.

COROLARIO 7.1: rang £ = dim V - dim Ker f.

E1 Teorema 7 es conocido como Teorems de isomorfia de es-

pacios vectoriales.

EJERCICIOS:
2. Probar que s1 T es subespacio suplementario de S, la aplica-
oién g T —> V/§ , dada por: g(a) = a + S, es un isamor-

21amo.
3. Sea £: V —>. W una aplicacién lineal y S un subespacio de V.
Comprobar que la restricoin £, de £ a S es lineal, y que su
micleo es: Ker £, = S Ker £. Do ahi, probar que:
dim £(8) = Aim S - dim (SN K).
5 £ b un endomorfismo de V, demostrar que el camjunto
[a €V} fa=al es un subespacio.
5. Sea £ un endomorfiemo de V, que

IS

proyeceién (£.f = £).
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Demostrar que entonces, In f y Ker f son suplementarios.
6. Sea £: V ——> W aplicacién lineal tal que: dim V = dim V.
Prober que en esta caso, £ inyeotiva <=> f suprayective

ssouscronms T
Sea dato um sisteas do scuscines Lizesl
Clalen 4leRe !
B 5 TR A, (.
t’:x‘m..-v t:xnn '

,%) camo vector del
17®) como vector del

Considerando una n-tupla x = (x',
espacio vectorial K%, y wma y = (v,
£, sabonos que s1 e sl sistema anterior se sustituys blpor
3, 1a aplicacién £: K* —> K® definida por el sistema, s

lineal. .
Por 1o tanto, una solucién del sistama (1) es sencilla-
mente, una entiimagen del vector (b',...,5") en la splicacién f.
la obtencién de lss soluciones de (1) es pues un caso
particular del siguiente

"Dada una aplicacién lineal de V en W, y un vector b de W,
deterninar qué vectores do V son antiimagemes de b por £, o8
deotr, deterninar £ (b)". Con lenguaje de ecuaciones, hallar
las soluciones de 1a ecuacién:

) =b (x€V)

que se dice eouacién lineal

Ia respuesta es inmediata conociendo el pdrrafo anterior;

aiotinguirenos tres casos:
19) b = 0y . Ias soluciones son 1os vectores de Kor f.
2°) b ¢ In . No hay solucién alguna.
3°) b € Im . Existe al menos una solucién X ¥ el con-

junto de las soluciones es: X+ Ker f.

EJERCICIOS:
7. Hallar micleo o imagen de aplicaciones lineales dadas, de

@ e ®
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8. Camo splicacién del Ejercicio precedente, resolver sistemas
o ecuaciones lineales ordinarias.

4.CONJUNTO DE IAS APLICACIONES LINRALES DE U ESPACIO EN OTHO,
O DE UN ESPACIO EN SI.

Sean V,W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K,
¥ Hom(V,¥) el conjunto de las splicaciones lineales de V en W.

TEOREMA 8: Dados dos elementos f,g de Hom(V,¥) se tieme:
1°) Ia gplicacién h: V ——> W dada por: h(a) = fa + @ ,
5 lineal. Se esoribe: h = £+ g
2°) Ia aplicacién J: V —> W dada por: () = t,(fa)
(%, escalar £1jo), es lineal. Se indica: J = %,.f .
‘Demostracidn:
1) h(ta + 8b) = 2(1a + sb) + g(ta + sb) =
= t(fa)+ 8(£d)+ t(ga)+ s(gb) = t(fa + ga) + 8(fd + ab) =
#(na) + s(nb).
2°) j(ta + eb) = t,[2(ta + ob)] = t,[t(fa)+ s(£D)] =
= t,t(fa)+ t,8(£D) = tt,(fa)+ ot (f0) = (Ja) + ().

COROLARIO 8.1: Ia ley: (£,8) —> £ + & , define una opers-
oién interna (+) en Hom ; y 1a ley: (t,f) —> t.f , define wna
externa (.) sobre Hom con dominio K de operadores.

TEORRMA 9: E1 conjumto Hoa(V,W) dotado de las operacio-
nes (+) y (.) precedentes, es wn espacio vectorial sobre K.

Demostracién: Primero probemos que Hom
no. En efecto, se tiene:

1°) (+) es asootativa, por serlo la opersoién swma en W.
Es dootr, £ + (g+g') = (£+8) + &' , ya que: fa + (gu+ g'a) =
= (fa+ ga) + g'a -

2°) (+) o8 commtativa, por serlo Ia suma en W.

3°) (+) tiene elemento mewtro: el homomorfismo hj: V -> W
4ado por: (¥ & € V) hga = Op . Se llams homomorfimmo zule.

4°) Cuslquier £ € Hom poses simétrico -2 : es la aplica-
oién de V en W dada por: (Y& €V) 8 —> - fa

grupo abelia-
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Abora probemos que (Hom, +, .) en espacio vectorial sobre

K. Basta comprobar que se cumplen los axiomas 1,2,3,4 de espa-

oi0 vectortal (v. pg.51, Def.4): Se propame como Bjersicio. <>

BJERCICIO:

9, Considerando a ¥ como espacio veotorial, una aplicacién li-
noal do V on %, s llama forma linesl sobre V, y el espacio
vectorial Hom(V,K) se 1lama espacio dual de V ; se indica
con Ve,

Demostrar que si (a,..
cién de V* en K" dada por: £ > (fa,
morfismo.

) es una base de V, la aplica-
J2a,), o0 un fso-

Estudiemos shora el caso particular Hom(V,V), es decir,
&1 confunto de los endomorfismos de V, que se susle designar
End(V). Ademés de las operaciones (+) interna y (.) externa am-
toriores, es de considerar en End(V) uma tercers cperacién:
&1 producto de aplicaciones, que os evidentemente operacidn bi-
naris interna en dicho conjunto (v. pg.67, Ejercicio 1'); la
designaremos con *.

TEOREMA 10: Ia estructura (End, +, *) es wn anillo con

Demostracién: Se propons camo Bjercicio.

Sabemos que una eplicacién es biyectiva si posee inversa,
6 sea, si es inversitle respecto de *. Se deduce que los ele-
nentos inversitles de End(V) som 1os automorfismos de V. Recor-
dando que los elementos inversibles de un anillo forman grupo
pard el producto (v. pg.40, Ejercicio 2), se tiene:

DEPINICION 3: Los automorfismos de un espacio vectorial
¥ forman grupo con la operacién producto de aplicaciones, el
cual recibe el mombre de grupo lineal de V, y se indica: GL(V).

Consideremos ahora la estructura (Ead, +, ., *). Ssbemos
de ella que (End,+,.) os espacio vectoriel sobre K, ¥ que
(End,+,*) es anillo. Pero hay algo més: las operaciones (.) ¥
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(*) estén 1igadas por la propiedad siguiente:
(¥ 2,8 € Bna)(¥ t € K) t(%g) = tovg = Trtg .

Esta estructura constituye el ejemplo mds interesante
del caso genersl siguients.

DEFINICION 4: Un slgebra asociativa sobre un cusrpo K, oo
una estructura (E, +, ., *) tal que (E,+,.) es un espacio vec-
tortal sobre K, (E,+,*) es un anillo, y se cumple:

(¥ 8,0 €E)(¥t €K) t(a¥d) = ta*d = a*tb .
Cuando se dice algebra sobre X, se entiende asociativa.

Dos lgebras son estructuras endlogas, si son ambas sobre
el mismo K. Tiene portanto sentido, el siguiente comcepto.
DEFINICION 5: Se llama homomorfismo de wn algebre en otra,

& una eplicacién que es a la vez homomorfismo de espacios Vec-

toriales y de enillos.

EIERCICIOS:

10. Comprovar que los mimeros complejos constituyen wn algebra
sobre el cuerpo real.

11. Sea (E,+,.,*) wn algebra y & un elemento de E. Probar que:
1°) Ia eplicscién £,: B —> B dada por: £,(x) = a%x , es
un endomorfiemo de (E,+,.).
2°) Ie splicacién definide mediante: & > £, , es un ho-
momorfiemo de algebras: E —> End(E,+,.).
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1BcoTON 13
1.MATRIGES SOBRE TN CUERPO.
DEPINICION 1: Una matriz ma sobre un cuerpo K, o8 un cua-

aro de elementos de X, formado por n filas y m columnas:

1 m)

e

deladi=lon |
it
1 =
LR

‘Aunque esté implicito en la definicién, no parece super—
luo advertir que es esencial el lugar que ocups cada elemento,
es decir, que dos matrices mxm solo son iguales, si tienen en
cada lugar (1,3) el mismo mimero.

Tna matriz T se dice patris fils, y una nx1 se llema
orden n.

matriz colums. Una mq se dice metriz cusdrade

la diagonal prinoipal do wna matriz os la sucesién formada
30 1os slementos al . Una matrds se ice trisger superior
o4 tiene mulop 108 elenentos situsdos por debao de la dtagonal
principel; trisngilar inforior st son mulos los situados enci-
za; y ddngonal o oon nulos los situados encisa y debeo, oo de-
cir, los situados fuera do dicha dlsgomal principal.
Dade wa matriz A, gean 1,,...,3 indices do filay
inddces do columa. Entonces, 1e matriz pxa cues

8J9) (4= 1;,...,4) se dice submatriz de A.
Se obtiene tambien, suprimiendo en A les filas y las columnas

de indices distintos de los mencionados.
Tna subnstriz cuyos indices de filas sean consecutivos y
asinleno los do columas, se 1lama blogue ¢ caja de ls matriz
4. Loo blogues nds notavles son los blogues fila Ay , sutma-
tricee formadas por wna fils, y los blogues columa 7. la ex-
prosién de A mediante ellos,
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Una matris fila Txm es en realidsd uma m~tupla, y por ello,
un veotor de K®. Tos nombres con que se desigae pueden conside-
rarse sinénimos, y e usardn segin comvenga. Asf, un bloque fila
aice tembion un vector fila, y un blogue columa se dice

tembien un yector columa.

Se 1lama descomposicién de A en blogues, a uma particién
de A en blogue

1 X
FL
VT [y
1 x
Aptielieity

51 en la descomposicién anterior, h =k, y todos loe blo-
ques ‘1 con 4 # § son nuloe, la llltﬂ.l A se dice suma diagonal
(6 suma airecta) de las matrices A’ , ¥ se escribe:
A=), 20

DEPINICION 2: Dade una matriz A mm, la matriz cuyo ele-
mento (3,4) o8 o1 (1,3) de A, se llame matriz traspussta de A
¥ se sacribe: A' (6 *A). Es decir:

'
Ny
sy |
L.
Se sigue que: (A')' = A.

Si A' = A, la matriz A se dice simétrica; ello equivale
a: (¥ 1,)) a

$1 para todo u 9 -1 = -a} , 1a matriz A se dice antisi-
métrica (6 hemisimétrica).

2.SUMA Y PRODUCTO POR UN ESCALAR.

Recordemos que. se llama escalar,en gemersl, & un mimero
o K.

DEFINICION 3: Dadas dos matrices ma, A v B, &
fume de A 7 B e la matris cuyo elemento (1,3) es: a
So esoribe: A + B .

Hotemos que (A,B) > 4 + 3 1o es operacién binaris en
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en o1 producto de matrices, que se define en el pérrafo siguien
te, ¥ que utiliza de maners esencial ia distrituoitn de los zm
ntmeros en 3 f1las.

Volviendo al isomorfismo anterior, se ve qus las base na-
tural 6 canénice del espacio vectorial M(mwm) esté formada por
las matrices que tienen un elemento igual & 1, y los demds mu-
105, Se susle desiguar por B la matriz que tieme e = 1 ¥ to-
@08 1os demds elementos mulos.

EIERCICIOS:

1. Camprobar que cada uno de los conjuntos siguientes, compo-
nen un subespacio veotorial del M(mm):
1°) Matrices 2) infe-
riores, 3°) 4°) 5°)

2. Demostrat que los subespacios 4°) y 5°) precedentes, son

) componen un espacio vectorial,
¥ hallar una base del mismo.

4. Sean V y W espacios vectoriales sobre K, de dimensiones res-
pectivas n y 5. Pijedss sendas bases (a,) de V y (b,) de ¥,
comprobar que la splicscién g: Hom(V,W) —> M(mm) , dada
vors a(f) = matris coordemada M(£,8,,b;) , o8 wn isomortis-
mo de espacios vectoriale

3.PRODUCTO DE MATRICES. PROPIEDADES.
sean VP, V%, V%, tres espacios veotoriales sobre X, de
», 2, m, £ wa ineal:
vP—> v°, y g una splicacién limesl: V'—> V™.
Sean (x),(y),(2) sistemas coordenados respectivos, A la
matriz coordenads de f en (x,y), ¥ B la matriz coordensda de

g en (v,2).
las expresiones coordensdas de f ¥ g
mente:

rdn, respectiva-

«
4

(&3]
(2).

- 2le,
x'afs.

LR T R

xPed (=1,
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Parece natural estudiar la siguiente cuestién: Calcular la
matriz coordenada de g.f en las coordenadas (x,z), conociendo
las matrices A y B anteriores.

Evidentemente, la expresién coordenada de g.f en (x,z) se
obtiene sustituyendo (2) en (1), y s tiame:

3 = (ajr. e bh e P20

sacando factor comin las 11, resulte
2 = x'(albde s o)) vor Pappder s
Por tanto, la matriz D tuscada tiene por elemento (1,3):
al = alnd +..r alp) (3).

La férmila (3) se expresa diciendo que: el elemento &) do
1a matriz D, es el,producto de la fila 1 de A por la columa j
ae 3.

DEPINICION 5: Dadas una matriz A pa@ , y una B nxm , se
1lama producto de A por B & la matriz D pxm, cuyo elemento
(4,3) viene dado por (3). Se escribe: D = AB .

Notemos que (A,B) —> AB no es operacién binaria en el
Para que exista AB, es necesario y
suficiente que el mimero de columas de A ses igual el mimero
de filas de B.

Ia observacién es andloga & la que sefiala que el producto
e dos splicacicnes existe solamente cuando el conjumto final
de la primera coincide con el iniciel de la segunda.

conjunto total de matric

Casos particulares notables.
19 Matriz f1ila por matriz colums. Esoribamos:
x =0z, U = [uy,. w0 Se tlene:
X0 = Oxlugen.os oy 1= matriz X1
2°) Matriz fila por matriz mxm. Se tienme:

s = e n 13 B
X' = Ox'ajr. ey, ooy x'Eje e ] = matris fila.

3°) Matriz m@ por matriz columna. Se tieme:



ey Qe

TEOHEMA 3: la i-sims fila de la matris AB , es la combina-
olén lineal siguiente de las filas do B: aB+...+ 833, .

Demostracién: Se propone como Ejercicio.(Es una simple
comprobacidn) .

TEOREMA 3 BIS: le j-sima columna de la matriz AB , es la
combinacién lineal de las columas de A: A'be...+ A" .

Con la notacién del producto de matrioe -1 sori~
bir de forma abrevisda los sistemas de ecusoiones lineales. Asi,
o1 sistems que expresa el cambio 8 coordensdas en un espacio
vectorial (v. pg.66, férmila (1)) se esorive: X' = Y'P , siendo
P = [+]1. E1 sistena exprosién coordenada de una splicmcién 1i-
meal (v. p&.69, (I)) se esoribird: Y' = X' , domde A = [£]1.

Se suele decir que: X' = Y'P es la ecuscién del cambio
de coordenadas de X & Y , y que: Y' = X'A 1a ecuscién de
1a splicacién lineal f en coordenadas X,Y.

TEOREMA 4: E1 producto de metrices tiene la propiedad
asootativa.

Demostracin: Sean £: Vi VP, & V¥ —> V* ,
h: ¥ —> V® tres aplicaciones lineales de ecusciones respec-
tives: Y' =X'A , Z'=Y'B , Ut =32C .

Evidentemente, 1a ecusoidn de (h.g).2 es: U = X'[A(BC)],
¥ 1a de h.(g.f) es: U' = X'[(4B)C] . Pero siendo
(b.g).f = b.(g.2) , ®e deduce: A(BC) = (AB)C .¢>

TEOREMA 5: E1 producto dduatrices tiens la propiedad dis-
tributiva con respecto a la suma.

Demostracién: Ses A una matriz pa, y 3,0 dos matrices
mxa. E1 elenento (1,3) de A(B + C) es por definicida:
af =z o] + o) = =3, + Zafo] , Inege: A(B)= 4B + 4.0

TEOREMA 6: le matris traspuesta de la AB , es igual al
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producto B'A' de la traspuestas en orden opuesto.
Demostracin: Llamemos 4} al elemento (3,1) de B'A' ;
aj = (£ila § de B').(columna 1 o 4') =
(columa 3 de B).(fils i do A)= (fila 1 de A).(columa J de B)=
elemento (1,3) do AB . Se concluye: B'A! = (AB)! .<>
Notemos que el tercer signo igual precedente es vAlido por
ser K conmitativo. Por tanto,.si K no fu

tiene:

conmutativo, el Te-

orema no serfa cierto.

EIERCIOTOS:

5. Comprobar con ejemplos, que el producto de matrices no es
conmitativo.

6. Comprobar con ejemplos, que puede ser: AB = (0), ¥ no ser
nulas A ni B.

7. Soa &) una matriz do la base naturel do M(pxm) y FY una ma-
+riz do la base natural de M(mxm). Dar wna férmule general
de1 producto: EJFE .

8. Sea 2} una matriz de la b
triz nxn Calcular: Bjﬂj

natural de M(ma) y A una ma-

DEFINICION 6: Se llams matriz escalar & una matriz cue-
Grada dtagonal D ouyos elementos ol son igusles.

Su nombre se debe a lo siguiente.

TEOREMA 7: $1 D os wna matriz sscelar mm, tal que &= %,
¥ & cualquier matris mam, se tiene: DA = tA . 515 es matris
escalar man tal que dy= % , se tiene: AD = tA .

Demostracién: Se propome como Ejercicio.

_En ol caso t = 1, la matriz escalar mm se dice matriz
1nidad de orden m, y se escrive: I,. Ya que se tieme:

A=A =4

4 EN UNA MATRIZ. MATRICES ELEMENTALE:

Sea (84,...,8,) un sistema de vectores de wn espacio vec-
torial. Pues bien, tieme interés en la préctica, destacar que



mediante de las e obtiene
un sistems equivalente al dado (v. pg.57, Corol.8.1):

1%) Permutasidn de dos vectores del sistema (en realidad,
o1 sistema obtenido es el mismo anterior).

2") sustitucién de wn veotor a, por el vector:
1AD.
3%) Mdtiplicacién de un vector a; por un escalar s £ 0.

g+ to

Consideremos ahora el sistema (A, +A,) de vectores fila
de una matriz A ma. Bs un sistema de vectores del espacio veo-
torial K",

Anslogaments, el sistema (A',.
o8 un sistema de vectores de K",

14") de 1as columas de A,

7: las 1%) 2%) 5 3%
aplicedas al sistema de las filas de uns matriz A, 6 al siste-

ma de las columas, reciben el nombre de operaciones elementa-

les realizadas en A.
Por 1o tanto, hay

mental

s tipos distintos de operaciones ele-

la razén de definir aqui estas operaciones, se debe a que
1a matriz obtenida realizando en A wna tal operacién, se obtie-
ne tambien multiplicando A Por wna cierta matriz cuadrada, como
veremos & contimiscitn.

DEPINICION 8: Ilemamos matriz elementsl & wns matriz cua-
drada de cuslquiers de los tipos siguiemter




mediante cualquiera de las o obtiene
un sistema equivalente al dado (v. pg.57, Corol.8.1)

18) Permitacitn do dos vectores del sistema (en realidad,
el sistema obtenido es el miemo anterior).

2%) sustitucién de un veotor s, por el veotor:
(5 #9.

3%) Multiplicaeién de un vector a; por wn escalar s # 0.

+ o

t]

Coneiderence ahora ol sistema (A,....A,) de vectores fila
G una matriz A nxm. Eo un eistema de vectores del espacio veo-
tortal B2,

Analogamente, ol sistema (a',.
o5 un sistems de vectores de K.

14") de las columas de A,

7: Tas 1) 2%y ¥
aplicadas sl siotéma do las £ilas de una metriz A, 6 el sin
ma de las coluwmas, reciben el nombre de cperaciones elementa-
les realizadas en A.
Por lo tento, hay seis tipos distintos de operaciones ele-

mentales.

la razén de definir aqui estas operaciomes, se dobe a que
1a matriz obtenida realizando en A wna tal operacién,
‘ne tambien multiplicendo A por una cierte matriz cusdrada, como

veramos & contimsoitn.

obtie.

DEPINICION 8: Llamemos matriz elemental & uns matriz cua~
arads de cualguiera de los tipos siguientes:
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i " 1
Byy= ;
g R
3) 1
Q,(e) &

TEOREMA 8: Sea A wna matriz y B,, B,, By las matrices
obtenidas Tealizendo em A, respectivemente, une opersoién ele-
mental 1%, 2%, 3%, sobre las filas (columnas). Emtonces, exis-

ten matrices slementales tales que:
B =Pyh o B =R(0A , By - q(e)
St
(B =4Py , By SAPH(4) 4 By =4Q(e) ).
Demostracién: Se propons como Bjercicio.(Basta realizer
1os productos y observar el resultado).
EJEROICION
9. Expresar cada una de las matrices clementales como combina-
cién lineal do matrices E] y matrices I,.
5.ANILIO DE 1AS MATRICES CUADRADAS DE ORDEN DADO.
B5-BA—se—deduos-inme—
las natrices 4 3 B on
dem. Por 1o tento, un conjunto en el que el producto de metri-
ces sea operacién binaria, es necesariamente un conjunto de
matrices cusdradas del mismo orden. El més notabls entre ellos

os M(wm), que indicaremos M(n) pars abrevier.
TEOREMA 9: E1 conjunto M(n) dotado de las operacionss su=
2a y producto de metrices, es un anillo con unidad.
Demostracin: Se propone como Bjercicio.(Recordar que
7X,+) o8 grupo beliano, y que el producto es msociativo, ¥
tutivo respecto de la suma).

e wnidad es I, evidentemente.



Qiagonales de M(n) comstituyen

11. Demostrar que las matrices escalares de M(n) constituyen

un subanillo isamorfo a K.

Recordemos que el conjunto de los elementos inversibles
o wn anillo, s un grupo con la operacién producto.

DEPINICION 9: Una matriz inversible es una metriz ma ,
elemento inversible del anillo M(n). Se dice tambien regular.
E1 grupo que forman las matrices inversibles de M(n) con la
operacién producto, se llams grupo lineal general de orden n.
Se esorive: GL(n).

Con 1a notacién acostumbrada, la matris inversa de A se

indton: A7,

EJERCICIOS:

12. Demostrar que si A es inversitle, (A') = (47)¢ .

13. Demostrar que si A es inversible, el rango de filas
¥ astnismo o1 rango de columas.

14. Probar que AB es regular si y solo si lo son A y B.

Recordemos (v. pérrato 2) que el comjunto M(n) con la su-
ma y 6l producto por un mimero, es un espacio veotorial sobre
bien, o8 inmediato comprobar que se cumple

(¥ 4,B €M(n)) (¥t €K) +(AB) = (tA)B = A(tB)
 por tanto (v. pg.75, Def.4) el anillo M(n) con la operacién
externa "producto por wn mimero" es un algebre asocistiva, de
aimensién .

K. Pu

'EJERCICIOS:
15. Demostrar que toda matriz A de () cumpl
ot tih + 1A%+ 0% = (0) , donde ménm .

Iﬁ.mwmllnhmlmnt-ﬂwoltfc » 1a ma—
+ris A s inversitle
17. Sea ¥ un espacio vectorial sobre K de dimensién n, ¥ (a,)
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wng_base dsda. Comprobar que enmtamces, la mplicacién
(V) min)
&: ¥tm)—>Enaf¥) dada por: g(f) = matriz coordenada M(

s un isomorfismo de algebras.
18. Dada una metriz inversible, calcular la inversa.
19. Hallar la inversa de cads matriz elemental.

LECCION 14

1.MATRICES D VECTORES.

Siendo V un espacio vectorial sobre K, tieme interés con-
siderar matrices cuyos elementos son vectores de V. Ya hicimos
65to0 al escribir una matriz A sobre K, descompuesta en bloqu
£ila Ay 6 en blogues columa A7, puesto que tales blogues som
veotores de K" 6 K respectivamente.

Ia razén principal de dicho interés reside en la posibili-
dad de expresar con notacién matricial, ventajosa por su bre-
vedad, sistemss de combinaciomes lineales de vectores. Seta po-
sibilidad se debe & que tiene sentido la siguiente

DEFINICION 1: Llamemos producto de wna matriz A pxm scbre
X, por una matriz E mm sobre V, & la matriz pxm sobre ¥, cuyo

elemento (1,j)

En particular, si

o+ ajel .

cribinos una matriz colums sobre

b
HE RN

%

o tieme: 1'[a,] = x'ay+.

2 DEL CALCULO MATRICIAT, A TAS

Cambio de coordenadas.
Ya se estudié en 1a Leccién 11 (v. pg.66) el cambio de
coordenadas en wn espacio vectorial V, correspondiente a un

cambio de base. Lo hacemos ahora utilizando el cdloulo de ma-
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+trices.

Soan (a)(b,) dos bases de ¥, y 8 un veotor cuslquiera.
Escribanos + % =3 b b + Qe en nota-
oién matriotal

a=x'a+.

& =X'la;] = Y'Ib;] (1.

Por otra parte, sea:
¥ en notacién matricial:
v, = Ala;) (@,

siendo & = (+]).

Sustituyendo (2) en (1) se tiene X'[IJ] = ‘{'A[&a] .
¥ siendo 1os () independientes, se sigue: X'= Y'A , que o8
1a eouscién del cambio de X & Y.

snaloganente, s es: [a) = B(b;] la exprosicn do los a
como combinacfén lineal de los (hij, se obtiene: Y' =X'B ,
que es la ecuacién del cambio de Y a X.

Sustituyendo en (2) esta expresién de los (IJ" resulte:
[b,] = AB(b;] , ¥ por ser los (b,) independientes, se sigue:
AB=1I, .81 sustituimos (2) en la expresién citeda, se tiene:
[a,] = Bala;) , luogo: BA = T, .

Por 1o tanto, las matrices A y B son inversas, y el segun-
do cambio lo podemos escribir: Y' = X'A_1.
que la ecuacién: X' =Y'A es equivalente a:
X = PY ,c0m0 ecua-

Hoten
X =AY, y escribiendo: A' = P , se tiene;
ci6n del cambio de X @ Y, siendo P una matriz cuys i-sima co-
luma es la n-tupla coordenada do b en la base (a).

EJERCICTOS:

1. Demostrar que ei (a,)
68 base 1 y 80lo 81 A es inversible.

2. Dado un cambio de coordensdss X = PY en K>, obtener el
cambio inverso y splicar el método para caleuler P .

base de V, el sistema [b;]= Ala,]

Expresién do una lineal.

Ye se obtuvo en la Leccién 12 (V. pg.68) la expresién
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coordensda de wna £: V —> W , respecto de un par de base:
(s,) d0 ¥y (b)) de V. Haganoslo ahora usando e célculo de
matrices.
1
Sea: fa, = tib+..

+ b, (i=1,...,n) ; con notacién
matricial: [fa,] = Alb,) ),
donde: 4 = (4]).

5i es & m vector cualquiers de V, & = X'[a,] , lusgo
fa = X'[fa,] , y sustituyendo (3) queda: fa = X'Alb,] , do dom-
4o 80 sigue que la m-tupla coordensda Y' de fa en la tase (by)
cumple: Y' =X'A , que es la ecuscién de £ respecto del par
de basee (a,)(by).

Notemos que 1a ecuscién anterior es equivalente a: ¥ = A'X
donde 1a matriz A' tiene por i-sima columa la m-tupla coorde-
nade de fa, en la base (by).

En el caso V =

se supone siempre b= 8, , ya que serie

user un sistema pars a y otro para fa.
Entonces, si es: Y = EX la ecuacién de un endomorfismo f, la
i-sima columa de B es la n-tupla coordenads de fa, en la ba-
se (s,).

EJERCICIOS
3. Sea ¥ = la ecuacién de un emdomorfismo f de V, 3
I =FL 1la ecuscién de un cambio de coordenadas. Escribir
1a ecuscién de £ en las coordemadas X .
4. Hallar la ecuscién de una £: K°—> K° respecto de las ba-
ses cendnicas, conociendo las imagenes de la base de K.
3:RANGO DE UNA MATRIZ.
Sea wna matriz A mam sobre K. Recordemos la siguiente
DEFINICION 2: Llamsmos rango de filas de A al rengo de
(Ays-++44;) donde las A, se considersn vectores de E”. inslo-
genente, llamamos rango do columes de A al rang(d',...,")
aonde 1as A7 se consideran vectores de K"
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TEOREMA 1: S1 Y'=X'A es la ecuscién de una aplicecién
lineal £: V — W , se tiene que el rango de filas do A es
igual a1 rango de 1.

Demostracién: Sean (s,) la base correspendiente sl siste-
ma coordenado X de V, y (by) 1a del Y do W
reng £ = rang (fa,,...,fa) (v. Pg.69, Corol.4.1). Ahora blen,
1a n-tupla coordenada de fa, en 1a vase (by) es A, , ¥ siendo
o1 sistems coordenado: b > ¥ , un isomorfismo, se sigue que:
rang (fa,, LA O

TEORRUA 2: S1 P es regular mam y Q regular mam , la ma-
triz PAQ tiene el mismo rango do filss que A.

Demostracién: Sea V un espacio de dimensién z, W uo de
aimensién m, y X,Y sendos sistemas coordemados. Entances,
¥t =X'A es la scuacién do una splicacién lineal £: V == W.
Gomo P y Q son regulares, las ecusciones: X' = X'P , Y' = T'q”"
son sendos cambios de coordenadas en V y W. Aplicando estos
cambios, la nueva ecuacién do £ es: ¥ = X'PAQ , ¥ por el Teo-
+iene: rengo filas PAQ = reng f = rango fi-

bemos que:

J2a,)= rang (A,

rema precedente
las 4. ©

En esta demostracién se observa, do paso, ol siguiente re-

sultados "Si es A una matriz coordenada de £, el conjunto de

+todas las matrices coordenadas de £ o
[ PAQ 3 P € GL(n), Q €GL(m) J.

TEOREWA 3: Ia relacién R definida en M(mxm) medisnt
ARB <=> 3 P,Q reguleres } B = PAQ , es de equivalemcia.

Demostracién: Se propons como Ejercicio.(Ayuda: noter que
Py Q tienen iuversa).

DEFINICION 3: Dos matrices A y B se dicen equivalentes si
existen matrices P,Q regulares tales que: B = PAQ . Ello impli-
oa que & y B son 4o wn miamo M(mxm). Se indicard: A eu.B .

TEORRMA 4: S1 rengo filas A = T , A es equivalente a la
matriz mam (I, 0].
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Demostracién: Consideremos como en el Teorema 2, wna apli-
1V —> W, de ecumcién: Y' = X'A . Por hipéto-

cacién lineal
sis y por dicho Teorema, rang f = r . Sea Ker f = N, luego:
dim N = n - r. Elijamos una base (nN‘,....c ) de K y comple-
‘temosla hasta obtemer una base (o1,...,0.,Cp qyee-s0y) de V.
Ahora bien, la familia (fu 9, ) es libre. En efecto,
81 fuose: +'(fo,)+...+ +7(£o) = 0 oon algin +'4 O, se ton-

arte: 2(tle ..+ t0) = Op , Inogo: o +...s +To € N 5 po-

ro: tloy+...s tTe A Oy por ser wn t9 03 (0,,...,0,) Lidre ;

esto es imposible ya que K(c,,...,0,) ¥ N son suplementarios.
EZsoribamos: d, = fe, ,..., 4, = fo, , que siendo indepen—

alentes, podemos completar hasta formar una base

14,) do W. A continuacién, efectuamos en V

(85000088,
61 canbio de base (a,)—>(c,) que en coordenadas es: X' = X'P;
y en W el cambio (by)—->(4,) que en coordenadas sea: Y'= Q.
Entonces, f toms la expresién coordenada: ¥' = X'PAQ” , donde
P40™" es equivalente a A ; pero por 1a elecoidn hecha de las
bases (o;) (4;), es immedisto que PAQ”'= [1,, 0] , pussto que
mu fila d-sigs s la n-tupla coordenads do fo, en la base 4
6 sea: (0 0) 913 &x, 3 (0.....0) 81 § > r. ©

Dos matrices mm son equivalentes si y 80—

COROLARIO 4.
o si tiemen el miamo rango de filas.

i @ partir de la Definicin 2, consideramos las columas
@0 A en vez do las fila

TEOREMA 1 BIS: S1 Y = AX
©ci6n lineal £: V"> W", entonces se tieme: Rango de columaa
deo & = rang f.

TEOREMA 2 BI:
&0 @0 columas si P y Q son regulares.

TEOREMA 4 BIS: S1 rango columnas A = 8 , A es equivalente

‘tenemo:

1a ecuacién de una splice-

les matrices A y PAQ tienen el miemo ran-

& 1a matriz ma (I, 01.
Demostraciones: Se proponmen como Ejercicio.
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TEOREMA 5: E1 rango de filas de una matriz A
rango de columas.

1gual al

Demostracién: De los Teoremas 4 y 4 bis se sigue:
€1, 0] q.[1,, 0] , luego por el Corolario 4.1 precedente,
rango filas [I,, 0] = r , 7 por %emto: r = 8. <

A este minero se le llanard rango de la matriz A.

TEOREMA 6: Una matriz B mxu es regular si y solo si su
rango
Demostracién: =>) i B es regular, B = BL indica que
B eq.I, , luego: rang B = Remg I = n.
<=) s1rang B =1 , B eq.I, (por el Corolario 4.1) luego
existen matrices regulares P,Q tales que: B = PLQ = PQ , 1o
cusl prueba que B es inversible, por serlo P y Q. <>

n.

EJERCICIOS:

5. Hallar el rango de una matriz dada, mediante la obtencién
de wna oquivalente triangular.

6. Probar que el rango de wna matriz que es suma diagonal de
varias, es igual a la suma de los rangos de estas.

7. Sea A una matriz ma , y B una matriz colums nx1. Demos-
trar que: rang A = rang [A B] <=> B es combinacién lineal
e las columnas de A.

4.SISTRMAS DE ECUACIONES LINEALES.

En el pérrafo 3 de la Tecoién 12 (v. pg.72) se estudis
61 conjunto de soluciones Ge una ecuscién lineal, y en partiou-
lar de un sistems de ecuaciones lineales. Ahors, com ayuda de lo
conocido sobre matrices, vemos a conoretar algo més dicho con-
junto de solucion

Sea el sistema de

ecusciones y n inobgnitas:
n

=

BB R

que en motacién matricial esoribimos: AX =




%2

e matriz A se dice matriz de 1os coeficientes, ¥ la
[4 3] matriz ampliada.

TEOREMA 7:(Teorema de Rouché-Frobenius): Sea AX =3B un
sistems de m ecusciones lineales con n incégnitas. Entomc
existe alguna solucién si y solo si: rang A = rang [A Bl.
&%), las demds componen
el micleo de la splicacién li-

51 una solucién es & = (8

el conjunto & + N, donde N
neal de K* en E® dada por: Y = AX, 6 sea, el conjunto de so-
luciones del sistema: AX = (0).

Demostracién: Sean A,
que dichas columas y B son vectores del espacio vectorial K™
E1 que exista una solucién equivale al hecho de que B sea com-
binacién lineal de las A'. Se tiemo pues: 3 solucidn <=>
T VUNRIORES TUNIIVL RS (U R
rang A = rang (A B] (v. PE.64, Corol.6.1).

la segunda parte del Teorema ya se demostrd en el pdrrafo
3 de le Leccién 12, citado. <>

4™ las columas de A. Sabemos

COROIARIO 7.1: E1 micleo N precedente es wn subsspacio de
X°, de dimensién: n - rang A (v.Teorema 1 bis).

Sea (s,,...,8, ) un sistems de (n-r) soluciones do AX =
= (0), linealmente independientes, es decir, una base de N.

Entonces, si g es una solucién de AX = B , el conjunto L de

1as soluciones e
1 1 oo,
et €x) X=a+ tlapr.s e ).
Un conjunto de este tipo se dice subespacio afin 6 va-
rledad lineal afin de X°, y las (4) ecusciones paremétricas
de I . Como L viene definido por el sistems de ecuaciones
AX = B , ostas se dlcen ecuaciones implicitas de L.
51B=(0), I'=F y ol sistema AX = (0) se dice homo-
géneo. Entonces, T se dice variedsd lineal (homogénea) de K,
nombre sinénimo per tanto, de subespacio veotorial de K.




Obtencién
Es evidente que el conjunto P de los polinomios

[ tyx'+..s 83% %, 3 £, € X ] s un espacio vectordal sobre

X, do atnematén el
TEOREMA 8: Sea AX = B un sistema do m ecuncicmes con

n incégnitas. Tos m polinomtos: AX - b,.

gendren un subespacio vectorial § de F. Entonces, si

) o8 un sistena gemerador de 5, el sistema do eoua-

-, en-

, = Or tiene las miemas soluoionos que

Demostracién: Se propome como Ejercicio.(Ya es comocida
el Bachillerato, con otra nomenclatura).

conocido como

Este Teorems da lugar al método siguients
Q61 sistema por
Coneiste en aplicar e la matriz ampliada [A B] operacio-
nes elementales sobre las filas, hasta obtener una matriz tri-
sngular. las filas de esta constituyen un sistema generador
de S, y en virtud del Teorems 8 dan un sistema equivalente sl
dado (es deoir, que tieno las mismas soluciones), fdcilmente

resoluble.

EJERCICIO:

8. Resolver sigtemas de ecuaciones lineales, con coeficientes
mméricos 6 literales.



IECCION 1!

1.FURCIONES MULTILINEALES,

E1 concepto de aplicacién lineal es generalizable del mo-
do siguiente.

DEFINICION 1: Dados p+1 espacios vectoriales V,, o
W, sobre un mismo cuerpo K, sé llama splicacién p-lineal de
XV, en W, a una splicacién f del conjunto producto
:x V, e W, quo cumple para cada 1
1°) (47T € Vy) £V VT v) = 2y,

PARE AN

Tyreep)e

2°) (¥ vy € V(¥ ¢ €K) 2(vyyee bWy pe e V)0V, ey ¥y 000 T)

=TERCICIO
1. Probar que las propiedades 1° y 2° equivalen & esta:
R P AR N SO NRAR
2. Probar que asimismo, equivalen a la siguiente: Dados

% fijos oualesquiera, la aplicacién

Tyrena Ve giVagy
21V, —> W, data por: £,(v,) = £(vy,..,¥,0.,7,) 4 08
lineal.
Se_comprende_que el concepto de aplicacién linesl es un oa-
s0 particular de p-lineal, para p = 1.
En 6l caso p > 1, se dioe gendricamente miltilineal.

x ¥,
aplicacién lineal

B0 _se_ocons

Notemos que en la Definicién 1, V,x
ra_espacio vectorial, y desde luego, f mo

del espacidyectorial producto en W.

Pasanos a estudiar el caso partioular en que
V4=V,=..=V=V y W=E, que es el uds importants, y unico
que consideraremos en 1o sucesivo, salvo aviso en contra.

bre V

INICION 2: Se llams funoién (6 forma) p-linesl
_8 una splicecién p-lineal £: V* —) K.

_De manera andloge & la seguida para definir el espacio vec—
_torial Hom(V,¥), se puede definir en el conjunto M(VP,K) de las
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funoiones p-lineale
externa (.) sobre K,

sobre ¥V, una operaciin interna (+) y wma

TEOREMA 1: E1 conjunto M(VP,K) dotado de las dos operacio-
nes precedentes es un espacio vectorial sobre K.

Demostracién: Se propone camo Efercicio.

E1 cero de este espacio es la funcién f, definida por la
condtoidn: (¥ vy,...,v, € V) £,(v. v,) = 0. So dice a £,
funcién p-lineel mula.

Expresién coordenads.

See dimV =1,y (l1 lh) una base de V. Escribamos:

+xfa, = E xj'a;, . Entonoes, a1 £ es una funcién

100

1
v, = xjat
p-lineal sobre V, se tiene:

2(vyeeiwy) = 2(Ex]"ayy ooy ExPag) = (por sor £
Pp-lineal)= 2 2 I,
ﬂ=1"';:~ o e ).

51 108 x]* tienen significado de indeterminadas, el poli-
nomio (1) es homogéneo de grado p, y lineal para cada n-tupla
,<5). Se dice & (1) expresién coordenads de £ en la ba-
(a,), 6 en o1 sistema ooordenado X correspendiont

Tn polinomio del +ipo (1) se dice homogéneo p-lineal.

TEOREMA 2: Un polinomio P homogéneo p-lineal con coefi-
clentes en K, define wna funoién p-limesl f: (K)P —> X ,
modianter £(ty,...,t) = B(£;,..0,%) » donde ¢, e un veotor
e K, es decir, wia n-tupla de mimeros de K.

Demostracién: Es consecuencia inmediata de la defimicin
4o polinomio hamogéneo p-lineal.

'EJERCICIOS:

3. Hallar el mimero de términos de (1) si ningdn coeficiente
o8 cero.

4. Paran=3,p =2, hallar ua base de M(V2,K).
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POR URA

Sea una aplicacién £: VP —> K , arbitraria, y « uns per-
mtacién del grupo simétrico S(p).

DEFINICION 3: Se llama mplicacién trensformada de £ por «
® la eplicacién g: VP —> X , definida por: &(v,,....7,) =
= £(¥ygreeeiTgy)- Se inddca: g = af .

‘Propieda

1) st £ on p-lineal, «f tembien lo es. En efecto:
vp) = vy )=
£V e g1 rTap) + 2y
B (LR B> C Analoganente se
ve que «f cumple el axioma 2° de lplscm:i&n p-lineal.

2%) 51 « y @ spn dos permutaciones de S(p) se tieme:

(@) = (@)

1o cual se comprueba splicando simplemente la definicién.

€V VT

DEFINICION 4: La aplicacién £: VP —> K se dice simétrioa
1 cumple: ‘(¥ « € S(p)) af=f .

DEFINICION 5: La aplicacién f: VP—-> K se dice antisimé-
trica o1 cumple: (¥ « € S(p)) «f = e,f , donde e, es la sig-
natura de « .

TEOREMA 3: Ia splicacién f es antisimétrica si y solo si
-t .

cuzple, pare toda transposicién t de S(p): tf
Demostracién: =>) Inmediato.
<=) Dads una permutacién «, recordemos que se tieme
t, . ¥ (+1)7 = sig «. Anora

(v. pg.38, Teor.3): « = %,.
bien, de 1a propiedad 2° procedente se deduce:
E = (gt )(8,0) = (5t )00
£ O

e
y asf siguiendo, se 1lega a: «f = (<1)"f =

+ Una aplicacién £: VP-—> K se dice slterna~
FyrerTy)= 0.

TEOREMA 4: Una funcién p-lineal £ es antisiméirics si y
s0lo 51 es alternada.

DEPINICION
da , si cumple: vy = vy, 1A 3= £vymy
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Demostracién: =>) Siendo entisimétrica,

T Ty, = - 2y,
vy mVg e sigue: zf(v‘,, "i""'f“"p) = 0. Por lo tanto

tiene: 2(v,

= 2(vypeeavy,

+ 2000,
pero siendo f alternads, queda:
0= 2wy, vy pens Ty,

)+ 27y vy
luego por el Teorema 3, f es antisimétrica. <>

'COROLARIO 4. §i la familia (v,
-lineal alternada, so sigue: £(v,
Demostracién: Se propons como Ejercicio.

EJERCICIOS:

5. Demostrar que si p > dim V , la univa funcién p-lineal an-
tistnétrica £: VP—> K , es la mula.

6. Dada una funcién p-lineal £: VP—> K , se llema antisimetri-
zada de £ a la funcién: A% =¥ e («f) , donde  recorre to-
40 ol 5(p). Demostrar que Af es antisimétrica.

7. Con 1a notacidn del ejercicio anterior, demostrar gue la
funeién Sf = § («f) es simétrica.

8. Comprobar que el conjunto de las funciones p-lineales alter-
nadas es un subespacio vectorial de M(VP,K), y calcular su-
atnensién.

3.FUNCION DETERMINANTE.

Definicion 5: Dado un espacio veotorial V de dimensién m,
odllena funcién determinante sobre V & uma funcién D n-lineal
elternada.

TEOREMA 5: la expresién coordenada de wna funcién determi-
nante D respecto de una base (s, )ae ¥, e
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LI 8] -n(-,.....-,)“:.,x:! seidl ()
donde @ recorre todo el S(n).
Demostracién: Ea este caso, la expresién coordenada (1) es:
LIC .,v)=)f ix“..x:"n(. §is
Fo =
Ahore bien, (§1,...,Jn) es una n-tupla formada con mimeros de
(1 ;n}, distintos 6 repetidos, es decir, un elemento de
£ x.2.x E. Poro cada n-tupla que tengs wn mimero repetido, da
un término nulo, ya que n(..ﬂ""'“ln) ‘tendrd entonces dos veo-
tores iguales y por ello serd cero.
Por otra parte, cada n-tupls que tengs todos 1os mimeros
es decir, es la imagen de la

in

Qistintos, es una "permutacin”,
n-tupla (1,...,n) por una permutacién «. Podemos pues escribir:

n<v‘,..‘.v ) =:'x,

sol o 5oy

S(n), finalmente, sacando factor comin D(a,,.
5o 1a tesis. <

.-,‘) » donde « recorre todo el

48,), se obtie-

COROLARIO 5.1: Si para una base (‘i) s D(.‘l"“"n)- 0,
+17,) = 0 para todo (v,,...,v,). Bs decir,
) =0 para wna base (a,) do V.

se sigue: D(v,,.
D on funoitn mula <= Dlay,e.-
51D y 5 son dos funciones determinantes

COROLARIO 5.
sobre V, son proporcionales, ya que de (2) se sigue:
(4% Ty) Dy T /D8y s8)= B(vy ¥ )/l m).

Reciproco del Teorema anteior, puede oonsiderarse el mi-

guiente teorema de existenci
TEOREMA 6: Doda una base (a,) de V, la aplicacién DiV'—>K
detinida pors D(vy,...,7,) = u}: 2250 .. .x:“ , donde:
vy = xjagees Xa, T2 @ calar £1fo, oo uma funcién deter
ninante
Demostracién: D es claramente n-lineal, ya que en cada su-

mendo hay wna coordenada y solo wna de v,(1 £ijo cualguiera).



%
Para provar que es slternads, supmgEEos v =¥y, 1< 3 -

¥ llamemos t & la transposicién [1,3). Si indicamos com «' las

pormitaciones en que: «'i < '3 , ¥ oo «* aquellas ea que:

€1 > a3 , oo puoden olasificar las permutacicass (<) or pa-

rogun («1,%) tales quo: «r = gk 3 o0 tiome:

-V)-ui(-(,‘..x PRI L

1
u§.<o¢,x, t.af

poro stento = = 27 , o6 sigue que en cada pardatesis matorior
1oa dos produstos 2610 ae difersnoisn n ol orden de los facto-
res, y portanto el paréatesis es coro. S conoluy
D(¥yrees¥ys ) = 0. O

v

o]

BJERCICIO:

9. Provar que en el Teorama 6, o = D(8;,...,8,).

TEOREMA 7 (Teorema de wnicidsd): Dada uns base (a,)de V
¥ un escalar ¢ , existe uwna y s0lo wia funcién determinante D
tal que: Dlay,...,8y) = ¢ -

Demostracién: Que existe wna, lo ha probado el Teorema 6
con el Ejercicio antertor. Que solo una,
presion coordensda (2) en la base (a,) estd univocamente deter-

sigue do que su ex-

TEORRUA 8: Una familia (v,) de B vectoros es ligada <=>
D(V4s-+y¥,) = O pars alguna funoién determinante D distinta
de 1a mula.

Demostrasoién: =>) Inmediato, por ser D alternada.

<=) 81 (v,) no fuese ligada, serfa libre, luego beso do V,
 por el Corclario 5.1, D seris mula contra la hipétesis. <

4.ORTENTACION DE UN ESPACIO VECTORIAL REAL.

Sea V un espacio veotorial sobre el cuerpo real, de dimen-
sién finite. En este pdrrafo, entendemos por base una base
ordensds , es decir, wna n-tupla de vectores independientes.

TEOREMA 9: Ses D wna funcién determinante sobre V, no mila,
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78 ={ (8,),(b)),... J 61 conjunto de las bases de V. Enton-
ces, 1a relacién binaria en B: (a,)R(b,) <=>
D(8yy-+++8,)/D(byyeueyby) > O, cumple: 1°) es de equivalemcia,
2°) o8 1a mimma para cuslquier D no mula.

Demostraciéht 1°) es inmediato, ya que por definicidn,
('.i)n(ni) equivale & que los mimeros D(a;) y D(b;) son del mis:
mo s1gno.

2°) 515 os otra funcién determinante ro nula, sabamos por
el Corolario 5.2 que: D(a,)/D(b,) = D(a;)/B(b,) , luego ambos
niembros tienen el mismo siguo. <>

EJERCICIO:
10. Probar que las clases de equivalencia de R son dos.
DEPINICION 6: Si dos bases (a;) (b,) son equivalentes por
R, os docir, o1 Dle,) ¥ D(b;) tienen el mismo siguo, se dice
que tienen la mimma orientscin.
Conviniendo en que wna base dsda (s) se diga de oriemta-
cidn positiva , todss las bases equivalentes a (a,) por R
Qirén de orientacién positiva, y las demds de orientacién ne-

gativa.

Por ejemplo, en el plano ordinario de vectores libres
suele adoptar como orientacitn positive, la de una base (OK,0B)
tal que cuando OA girs hac/ia OB por el cemino mds corto, lo
heco en sentido contrario al de las agujas de un reloj. En el
espacio ordinario de vectores libres, se adopta corrientemente
como positiva, la orientacién de uns bese (OA,0B,0C) tal que
na persons situsda con los pies en O y la cabeza en C, ve el
par (OA,0B) orientado en el sentido positive anterior.

EJERCICIOS:
11. Prodar que las bases (a;,..-,8,) ¥ (8.,
misma orientacién si y solo si: sig « = +1.

18,) Som de la
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LECCION 16

1 DE UNA MATRIZ CUADRADA.

En la leccién precedente hemos visto que en la expresidn
coordenada (2) de una funcién determinante respecto de una ba-
se (a,), hay un factor que cambia con la D, y otro que es el mig
5o para cualquier D y cada sistema (v,...,¥,), pues depende
dnicamente de las coordenadas de estos vectores en la base (n’l.
Soan (],...,%]) 1as de v, § para 1= 1,...,n, estas n-tuplas
coordenadas pueden tomarse como filae de une matriz cuadrada A.

DEPINICION 1: Se lleme doterminente de la matriz cuadrada
, donde « recorre S(n). Se es-

cribird D(A) , y tambien |A].

BIEMPIOS:
n=2) ap =t 158 .
n =) g = el el il il el e
Los tres sumendos positivos salen de 1l diagonal princi-
pal y sus paralelas, y los megativos de la dtagonal se-
cundaria y sus paralelss.(Regla do Sarrus).
TEOREMA 1: Bl determinante de A oo igual al de su tras-
puesta.
Damostracién: Gomo el elemento (1,1) de A' os el €] de A,
o6 tiene: D(A') = E o tly. .. .85 . Poro st ordenamos los fa

tores del_producto: t1;. .. 4% , por subindices, so tieme:
€1 .. 4%, aonde & s 1a permutacién inversa de . Alora
bien, como: « = identidad, (sig «).(sig &)= 1 , lusgo: e = oy .
Por 1o tantos D(A') = E ezt7) .. .t° , donde « recorre S(n);
pero la aplicazién de “S(n) en sf dada por: « —> @ , es bi-
yectiva, luego cusndo « recorre S(n), & tambien lo recorre.

En definitiva: DIA') = D(A) .©>

COROLARTO 1.1: S1 1a columa j-siza de A o8 (t3,...,%3)
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1 n
se tiene: D(A) = E oty .. .t

Esta dltime expresién es el desarrollo de D(A) por colum-
nas, y la dada en 1a Definicidn 1 es el desarrolle por filas.

Tas 40 108 56 siguen
del hecho que establecemos & contimacién.

TEOREMA 2: Sea la splicacidn B: (£%)" —> K , dada por:
D(Ayyeeeihy) = 1Al , donde A es la matriz cuyas filas san
AjseeooA, - Entonces, D es wna funcién determinente sobre K.

Demostracidn: Sea (E;,...,B,) la base natural del espacio
vectorial K ; sabemos que los elementos de wia n-tupla A, son
sus coordenadas en dicha base. Por ello, es inmedisto ver que
le funcién determinante D sobre K°, tal que D(Ey,...,E) =1,
es precisemente la D del emuncisdo (v. pg.99, Teor.7). <>

TEOREMA 2 BIS: Sea 5 1a aplicacién: (£%)"-> X , dada por:
4") = |A| , donde A es la matriz cuyes columas som
Entonces, D es wna funcién determinante sobre K.

Demostracién: Se propone como Ejercicio.(Ayuda: temer en
cuenta que A son las filas de A').

Propiedades de los determinan

1%) 51 las #1las de A som (4,,
D(A) = Dlhyyeeshysen i) + DA
para las columas.

2%) 51 una fila (colwma) de A se multiplica por un esca-
lar £, el doterninante de la nueva matriz es igusl a Al .

3%) 51 dos filas (columas) de A se permutan entre =i, el
deterninante de la mueva matriz es -|A| -

4%) 51 dos filas (columas) de A son iguales 6 proporoio—
nales, |A| = 0. En general, la familis de las filas (colummas)
es 11gada 81 y solo p1 [A] = O (v. pg.99, Teor.8).

5%) 51 una fila (columa) de A se sustituye por la que re-
sulta sumdndole una combinacién linesl de las demds, el deter—
ninante do la mueva matriz es tambien |A[ .
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Apoyéndose en esta propiedad 5%) se puede caloular un de-
‘terminante, triangulando la metriz mediante operaciont
tales del tipo 2.

elemen—

EJERCICIOS:

1. Caloular los determinantes de las matrices elementales.

2. Calcular determinentes de matrices numéricas 6 literales di-
versas.

3. Probar que i A es antisinétrica de orden impar, D(A)= O.

4. Damostrar que A es inversible si y solo si D(A) # 0.

5. Demostrar que si A es triangwlar, D(A) = producto de los
elementos do 1a diagonal princip:

2.PRODUCTO DE DETERMINANTES.

TEORRMA 3: E1 determinante de la matriz AB es igusl al pro-
ducto de los determinantes de A y B.

Demostracién: Sea A = (ai) ¥(3,,...,8)) las filas de B.
Sabemos (v. pg.81, Teor.3) que la fila i-sima del producto AB
ear alBe...s &3, . Por Lo tamto:

2 31
p(a3) = 2( 3_ai's
=i

por 4éntico razonamiento al seguido en el Teorems 5 de la Leo-

o16n 15 (v. pg,97). Pero la Wltima expresién es igual a:

D(B).D(A) = D(4).D(B) .<>

COROLARTO 3.1: [A'B| = [AB| = [AB'| = |A'B'| .

EJERCICIOS:

6. Comprobar las propiedades 2® 3% y 5% anteriores; teniendo en
cuenta que las operacicnes slementales equivalen a producto
por una matriz elemental.

7. Sea V un espacio vectorisl de dimensién n , y h un endomor-
fismo dado. Demostrar que el determinente de cualquier matriz

@ n oo 86 dice t denyse
80 indica D(h).
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8. Probar que ls splicacidn: End(V) —> X dada por: h —>D(h)
2 un hamomorfismo para la operecida producto.
ESARROLIO POR 10S ELENPNTOS DE UNA LINEA.

snA-(t) v IAI x.‘c'. . .: « Los términos de
ssta muma que tmgm & +) (1%#130) como mur. 1os sgrupamos
sscando @ 1 fastor camin; 3 Leasmos A% a2 paréatesis que ma~
tiplica a aleno +}. Como en cada término del desarrollo de JA|
bay un slememto y *s010 uno do 1a £ila i-sisa, bacieno con

2,...,%] 1o mimo s o0 ba Becko om +] , queda:

141 = Ea3e e A .

DEPINICION 2: E1 escalar A} se 1lama sdjunto & gofaotor
do +] en o1 determinante |A|. T el megundo miembro de (1) se di-

ce desarrollo de |A| por los slementos de la fila i-sima.
Analogemente se tiene el desarrollo de [A| por los elemen—

<08 de una columna.

DEPINICION 3: Dado un elemento t] do A , se llama memor
conplenentario de t] , &l deseratnante ds 1a mimatels o A que
rosulta e suprimir en esta, la fila ieima y la columa j-sims.
Se asoribird: D) .

TEOREUA 4: S 4] 0o ol aagunto ge ] v D} el nanor com-
pienentarto, so tiene: A) = (-1)'"

Demostracién:

Caso 4 = § = 1) Butonces, los t4raiace del Sesarrullo do

|4l en que entra t,, son squellon e quet o1 = 1 4 por 1o tanto:
a2 an
=Fety oty
donde  recorre el conjunto S, = {« € () } «1 = 1} . Pero por
,a0) es la imagen de una perma-
,n} , ¥ podemos esoribir:

ser 1 =1, se ve que (a2,.
tacién «' del conjunto {2,

(€'2,...,¢'n) = (42,...,an) . PoT otra parte, o, = 9., ; Y& quO
«1=1 1m0 forma inversién con los siguientes £l. B conclusidn:

EF SRR
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donde «' recorre el grupo simétrico S[2,...,n] , y por lo tan-
to: 4] =1 .

Caso general) Dado un ] de A,

donde £, § indica
lumna j (las cualee
ner 1a matriz A* es

que falten en ese lugar la fila 1y la co-
estén en el primer lugar). Un modo de obte-
aplicar & A

transposiciones do filas
(1a i-sima mlpaa. una de las precedentes), seguido de j-1 tras-
posiciones de columas (1a j-sime can cada precedente); luego
por 1a propiedad 3% se tiene: [A*] = (-1) *Ijaf.
Ahora bien, desarrollando |A*| y |A| , el coeficiente de
+3 on o1 priner miombro es: D , ¥ en 61 segundo: (-1 A
como ambos miembros son iguales, queds provedo el teorems. <>
COROLARIO 4.1

E1 desarrollo de |A| por los elementos de
una fila, puede escribirse asi:

141 = (=n*'(x]n}-

+ 303 (@

donde en el paréntesis se toman alternativemente los signos
nés y menos. Anal

nte se ibirfa el a
elementos de una columna.

110 por los
Ia férmula (2) reduce el odloulo de un determinante de or-

den 1, &l do determinantes de orden n-1, lo cual tieme gran in-

terés prdotico en la mayoria de las ocssiones.

BJERCICIOS:

9. Demostrar que s1 una matriz A es suma disgonal de varies,
su deterninente es igual al producto de los de estas.(Bas-
+a provarlo en el caso de dos).

10. Celoulsr determinantes medisnte desarrollos por los ele-
mentos de una lines.
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TEOREMA 5: Ta suma de los productos de los elementos de
una 1ines de A, por los sdjuntos de los de una linea parslels,
es cero.

Damostracién: Consideremos dos filas, i-sima y k-sima ,
1/ k. Ahors, ses A* la matriz que se obtieme sustituyendo en
4 1a fila k por la fila 1. Como A* tiene dos filss iguales ,
1471 = 0. Pero desarrollando |A*| por los elementos de la fila

¢ pabpmaleE 0,k
k-sima, se tieme claramente: |A%| = tyAzr...+ t4A% O

COROLARTO 5.1: (¥ 1,3) tjAdw...+ 54l = 8Jiar .

COROLARIO 5.2: S1 1A] A O , la metriz inversa do A tiene
por elememto (1,3): AY/1AI .

Ilamendo matriz adjunta de A, la que tiene por elemento
(1,3) el adjunte de tj (que es A;), resulta que la matriz in-
versa anterior es la traspuesta de la adjunta multiplicada

vor 1417,

4.FEGIA DE CRAMER.

Se llama pistems de Cramer & un sistems de scuaciones li-
neales AX =B , tal que A es cuadrada y regular. Es decir, a
un sistema de B conn

TEOREMA 6 (Regla de Cramer): Un sistema de Cremer

el el =) (5=,
posee una solucin dnics,dada por:
o e
i
ST MR
ot e

donde 1a colums B ha sustituido & la columna i-sima de A.
Demostracién: Multiplicando la j-sima ecuacién por el ad-

sunto 4} ae o

Tl
P e "I LRI N
Sumando estas n ecuacicmes, resulta (v.Coerolario 5.1):

NG e I S
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6 seu: 1aix* = £ 04 . Dospojendo x*, se tiens la tests. <>

Ia regla de Cramer pusde splicarse tambien a sistemas
AX =3, donde: rang A = rang [A 3] = n , pues en esta caso, el
sistens es equivalente & uno de Cramer.

Incluso en ol caso general compatible, puede aplicarse la
regla, ya que si: rang A = T < n , tomendo r colwmas de A inde-
pendientes, y pasando lae dems al segundo miembro, se tiene un
sistena de Cremer donde los términos bd mo scm escalares, pero
1a regla pernite despejar las incdgnitas de las r columes ci-
tadas, en funoién de las demds incégnites, que pueden tomar ve-
lores erbitrarios.

Notemos que el interés préctico de la Regla de Cramer es
pequefio, ya que exige mis cdloulos que otros métodos, sobre
‘todo cuando 1 es superior a 3.

EJERCICIO:

11. Sea AX = (0) un sistema homogéneo donde rang A = n-1.
Aplicar la regla de Cramer para obtener la solucién gene-
ral del sistema.

5.MENORES DE UNA MATRIZ ARBITRARTA.

Sea A una matriz ma erbitraria.

DEFINICION 4: Se llama menor de A al determinante de una
sutmatriz cusdrada de A.

TEOREMA 7: E1 rango de A es igual al méximo erden de las
submatrices regulares de A.

Demostracién: Sea reng A =r , y méx {p ) existe sutma-
triz pxp regular} = s .

Por hipbtesis, existe una sulmatriz B regular de orden 3;
sean 1;,...,1, 1os subindices de sus filss. Entonces, la sub-
natriz de A formada con las £ilas Ajy,...,A;, , Pdses 8 colum-
nae independientes (las g columss de B), luego las g filas
ras.

10 sou. Se sigu
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Anora bien, siendo r el rango de A, existen T filas
Ajse-sh, independientes. le submatriz formade por ellas tiene
rengo r, 1uego posee r columas independientes; la sutmatriz O
fornada por estas columas es cuadrada rxr y regular pues su
rengo es r. Se sigue: r € 5. Esta desigualdad y la precedente
implican: r =8 ¢

COROLARIO 7.1: E1 rango de A es igual al mdximo orden de
1os menores no mulos de A (v. Ejercicio 4).

Es de observar que el Teorema 7 precedente, estarfa més
16gicamente situado en el prrafo de la Leccién 14 dedicado
al estudio del rango de una matriz, pero se ha dado aqui para
presentarle simultaneamente con el resultado anejo sobre meno-
res no mulos.
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IECCION 17

1.PLANO ORDINARTO Y PLANO APIR.

En el pérrafo 1 de la Tecoidn 10 (pg.49) hemos comentado
1a nocin de plano ordinario, y precisado la definioién de veo-
tor 1ibre de dicho plano, asf como la do suma de vectores 1i-
bres y de producto de wn vector 1ibre por un mimero real,

Se observa que el conjunto de veotores libres del plano
ordinario, con dichas dos operaciones, es un espacio vectorial
real (68 decir, sobre el cuerpo real). Su dimensién es 2, como
50 deduce inmedistamente de las propiedades del plano ordinario,

Por ello, un espacio veotorial de dim.2 se dice tambien plano
vectorial

Pues bien, de entre las propiedades que relacionan el pla-
10 ordinario con el de sus vectores libres, interesa destacar
las siguiente

Pepiedad 1
punto Q 3 8olo wno tal que: T e v.

Indicando con E el conjunto de puntos del plano, y con ¥

Dado un punto P y un veotor ¥ , existe un

e1 do vectores libres del mismo, se sigue que la eplicacién:
ExV —>E, definida por: (P,v) —> Q entorior, es una ope-
Taoién externa en B oon dominio de operadores V. Se indica con
o1 mismo signo (+) de la suna en V, pues ello no da lugar a con-
fusién, y tiene sus ventajes.

En resumen: P+v=Q (>PFev.

CONVENIO: Se admite que Fq represente indistintamente un
vestor fijo y el vector 1ibre correspondiento. Ee uns notacién

c6moda y no produce errores.
Con este convenio se escribe: P+ v =Q <= Fg=v .
Propiedad 2%: Dados dos puntos P,q cualesquiers, existe
Prv=aQ.

un vestor ¥ ¥ solo wo, tal que

Propiedad 3%: Dados un punto P y dos vectores v, cuals
quiera, se cumple: (P +v) +w =P+ (v+w).



110
n ofesto, esta propiedad squivale a:
(“PQREE) R+ W=7H .

Propiedad 4%: El oonjunto de puntos de la Tecta PQ , es:
€ P+ .50 )t real cumlquiers }.

E1 plano ordinario poses, como se sabe, michas otras pro-
piedades,pero es interesante observer que todas las que se re-
fieren 8 intersecoiones de rectas, y en gemeral, a posicionel
relativas de puntos y rectas (propiedsdes de incidencia lineal),
2e obtienen mediante deduccianes légicas, de las custro anterio-
res, y no utilizando de V més que el hecho de ser plano vecto-
rial

Zsto permite afirmar que cualquier conjunto dotado de una
ley externa con operadores en wn plano vectorial, y que cumple
las propiedades 1% 2° y 3%, es una estructura que tendrd las
nismas propiedades de incidencia que el plamo ordinario.

Adenfs, que pera el estudio de estas propisdades, nos bas-
a partir de las tres citadas, lo cusl simplifica y & la ves
rigoriza notablemente su estudio.

DEFINICION 1: Se 1lama plano afin sobre wn cuerpo K & un

conjunto E dotado de una operacidn externa (+), cuyo dominio de

operadores es un plano vectorial V sobre K, y que cumple
Axioms 1°) (¥P,Q €E) IVEVIP4+v=Q.
Axioma 2°) (WP EE)(W v,w €V) (P + V)4 w=P + (vam).

DEFINICION 2: & los elementos de E se les susle llamsr
“puntos”. S llama rects de E, & un conjunto de puntos:
L P+t 3P g0, vAD fijo, + cualquieral.

Notemos que {tv 3 v # D fijo, t cualquiera} es un subes-
pacio vectorial §' de V, do dimensién 13 se escribe tambien:
recta =P+ 5. Yaum s sele dice recta vestortal.

Emmelades las Definiciomes 1y 2, podemos decir que el
pleno ordinerio es un caso particular de pleno afin, y que
las propiedsdes de incidemoia del plano ordinario se deduoen
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exclusivemente del hecho de ser plano afin.
4 pertir de shora, cualquier propiedad del plano afin, de-
be de las 1y2.

EJERCICIOS:
1. Probar que: P + O = P , para todo punto P.
2. Provar que: G = - Pq , pars P,Q cualesquiera.

TEOREMA 1: 51 el punto Q pertencce & la recta P + §' , se

q+s'=p4s.

Demostracién: Sea w un vector cuslquiera de S'. Como
Q=2 +v, conv €5, so sigue au
Q+w=(P+v)ew=P+ (vam) € P+ S ; endlogamente, como:
Q4(-v) = B, se deduce: P + w € Q + 5'. Ya que todo punto de
.+ 8" pertensce & ® + 5' 5 viceversa, queda provada la tesis.c>

COROLARTO 1.1: P+ §' =@+ 1! = ' =1'.

Demostracién: Se propome como Ejercicio.

tier

DEFINICION 3: Dos rectas P+ S'y Q+T' de B, se dicen
paralelas sis §' =127,

Se sigue de la definicién, que la relacién "m paralela a 1°
o8 do equivalencia en el conjunto de rectas del plano.

BIERCICIOS:

3. Demostrar que dos rectas paralelas son disjuntas ¢ coinciden.

4. Provar que por un punto dado pesa una sola recta peralela &
wna dada.

5. Demostrar que por dos puntos dados (distintos) pasa una so-

la recta.

2.SISTEMAS DE REFERENCIA. COORDENADAS.

Sea E un plano afin y V su plano vectorial.
TEOREMA 2: Fijado un punto O de B, la aplicacién f: B —>V
dada por: £(P) = O, es biyectiva y oumple: £(P+v)-= £(P)+ v.
Demostracién: Bscribiendo: £(P) = p , £(Psv) = 4 , 86 tie-
ne: O4p = P, Osq = P+v = (0+p) 4 ¥ = 0 + (psv) , luegos q = piv.
Que £ s biyectiva, lo ostablece el Axioma 1° de la Defi-



112

nicién 1. ©

Sea ahora (v, ,u,) wia base dada de V, y F: V —> K2 el
sistema coordenado respectivo.

DEFINICION 4: la aplicacién biyeotiva .f = gt R —> K2

e 1lama sistems coordensdo de E, respecto del sistema de refe-
zencia (0,u,,u,).

E1 punto O se dice origen y las rectas O + (u,) ejes del
sistema en cuestién.

Dado el origen 0, la base (u;) deternina los puntos
4, =0+u, (1=1,2), y vicversa. Por ollo, tambien se 1lama
sistena do referencia de , al (0,A,,A,) , y pumtos fundamente-
les 4ol sistens, a los tres precedentos.

Notemos que, reciprocemente, el sistama coordenado g de-
termine el sistema de referencia que lo define, ya que:
£7(0,0) = pmto 0, £7(1,0) =4, , &7(0,1) = &,.

Una o5 1a

Seen (') las coordenadas de wn punto P, y (a*) las de wno

Q 5 entoncés se tiene: BQ = 00 - OF = q'uy+ a2u,-(p'u+ p2uy)
luego las coordensdss de T en la base (u,) son (3'- 3%).

Cembio de coordensdss.
Sean (0,\1’) EACH "J) dos sistemas de referencia de E, que
dan coordensdas X y X Tespectivamente, de un mimmo pumto P.
Se tiene: GF = 0"+

3 OF = ugx'+ ux'= [a,0X ,
W = upp's up? = [0, , OF = v,;2'+ v, ¥= [T .
Sea el cambio de base ['J]I= [‘11]'1. Resulta:

[u,3'X = [w,3'p + [u,]'4X = [w,]'(p + &%)
¥ siendo 1os (u,) independientes, se sigue:

X=p+aX (1),
que es la ecuseién matricial del cambio de coordenadas.
Notemos que los datos mecesarios para esoribir (1) som:

las coordenadas y’ de 0' en el sistema X, y las ooordenadas de
v,+%, @ 1a base (3,). Claro que estos datos pueden obtemerse




& través do otros diversos.

ETERCICIOS:

6. Dado el cambio de coordenadas (1), esoribir el cembio ihver-
80, que expresa X em funcién de X.

7. Hellar las ecusciomes (1), oomocidas lss coordenadas X de
1o puntos fundamentales del sistema X.

8. Hallar cambios de coordenadas que tengan oomo ejes en el
sistema X, rectas dadas.

3 DE RECTAS. DE_INCIDENCIA

2 10 que sigue, suponemos todo referido @ un sistema coor-
denado 130, o indicamos con (x,y) las coordenadss de un punto.
Soan P, (x;,3,) » By(x,,7,) dos puntos(aistintos)de una
recte n. Entonces, sabemos que los purtos P de m, vienen dados

por: B = B+ ©.FF, , donde t recorre todo K. Por ello, la
ecuacidn:

L (@
se 1lama ecuacién veotorial de la recta m. En esta ecuacién,
P, es un punto dem, y v - l’,‘l’2 un vector direccional
es decir, una base del ! que define

Expresando (2) en coordenadas, se tiene:
x =3, 4ty - 1,)

(3)
Ty, -3y
R @)
=y 4t
61 escribimos (p,q) como coordensdas de Y.
les ecuaciones (3) 6 (4) se dicen scumciones paramétricas

Qo 1a recta m.

51 un punto B(x,,,)

@0 1a recta m, se sigue inmediata~

mente que: (x, = %,)a = (¥, = ¥;)p ; pero reciprocamente, si
se cumple esta dltina igualdad, el punto (x,,y,) o8 de m,ya que
sale de (4) dendo & % el valor: (x - x;)/p = (v, - ¥;)/a . En
resunen, un punto P

de m 81 y solo si sus coordenadas satis-
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facen & 1a ecuscién:
(x-x)a= (v -7 )
que suponiendo p,q # 0, se escribe
-x y-3,
e
y.en el caso de ser v =P F, , se puede escribir:
x-x y-7
Tl ().
Coda una de las ecuaciones (5') 6 (6) se dice ecuacién
contimua de la recta m; 1a (5') en funoién de wn punto y um
vector direccional, 1a () em funcién de dos puntos.
Otro modo de escribir la ecuacién (6), fdcil de recordar,
eo en forna de determinente:
1z oy
1 x| =0 .
T s
pusde esoribir: ax - py - ax,+ P¥,= O,

(54)

Ia ecuacién (5)
es decir, en la forma:

ax + by + ¢ =0 (8)
que se dice ecuacién implicite de la rects m.

NOTA 1: Por ser el vector ¥ direcoional, distinto de O,
es: p 69 £ 0, yporello: a 6 b £ O . Se sigue que, recipro-
camente, cualquier ecuacién del tipo de (5) conp 6 a £ O ,

6 4ol tipo do (8) com & 6 b £ 0, es la ecuacién de una cierta
recta.

NOTA 2: E1 camino segaido para obtemer la ecuacién (8) mos
demestra, que wn vector 4o 1a recta
65 el que tieme coordenadas (-b, &), y en general, cualguiera
de coordenadas (~tb, ta) com t # 0.

TEOREMA 3: Si @s ax + by + ¢ = O la ecuacién de una reo-
ta m, ol conjunto de las rectas paralelas a m, viens dado por
1 conjunto T de ecuaciones {ax + by + 5 = 0 3 » arbitrario}.
Demostracidn: Cualquier ecuscin del conjunto L da wna
recta paralels & m, ya que ambas tiemen un vector direcoiomal
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Reciprocemente, 81 65 &'x + b'y + o'= 0 ecuacin impli-
cita de une recta paralels a m, se sigue que: a'= ta , b'=tb ,
para un cierto t £ 0 (v. Nota 2), luego dicha recte admite la

ecuscidn: ax + by + (o'/t)= 0, que es del conjumto L. <>
TEOREMA 4: E1 conjunto de las rectas que pasen por un pun-
%o P,(x,,y,) dado, viene dado por el conjunto de ecuaciones:
€ t(x = x,) + 8(y = 37)= 0 3 %,8 arbitrarios }.
Demostracién: Se propane como Ejercicio.(Ayuda: tener en
cuenta como se obtuvo la ecuacién (5)).

EIERCICIOS:

9. Hallar la ecuacién de wna recta paralela a la (8) y que pase

por el punto (x;,¥,).

10. 81 (8) sé puede escribir en la forma: x/a + y/b = 1= 0,
indicar el significado geométrico degptas & ¥ b.

11. Usando las ecuaciones (3) de m, provar que la aplicacidn:
K —> m dada por: t —=> P, es biyectiva. El valor de t
correspondiente a P se llama rezén simple (r.s.) de la
terna (P,P,,P,).

12. Se 1lama punto medio del par (P,,P,) al punto P alineado
con ellos, tal que: r.s.(PP,P;) = # . Hallar ecuaciones de
1as medianas de un tridngulo dado.

4 DE RECTAS. EAZ LINEAL DE RECTAS.

Seanm m: axsbyro = 0 , y m's @'xsbiysc'= O dos reotas oua-

209608078 y (8 ) 3a sateia dn 2on sonticiemtos, 3 3 -
@b oo

- [‘ 3 o) 18 matriz ampliada.

TEOREMA 5: Ta carecterizacién de los casos posibles de

Gomyam, esla

1°) un punto <=> remg M = 2.

2°) veefa <=> rangM =1 y rengMA = 2.

39) m =m' <= reng MA = 1.

Demostracidn: Los pustos commes  m y m' son les solucio-
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nes del sistema: m = 0, m'= 0 , luego su obtencidn se sigue de
aplicar el teorems de Rouché-Frobenius.

Como & 6 b #0 (tambien a' 6 b #0), el Tang K> 1,
luego asimismo: rang MA 1.

1°) rang M = 2 => rang MA = 2 ; y ambos rangos valen 2 si
y solo si hay una sola solucién.

3°) rang MA = 1 <=> el eistema es equivalente a una de
las ecuaciones.

2°) rang¥ =1 y rang MA = 2 => no hay solucién. E1 re-
ciproco se sigue por exclusién. <>

COROLARTO 5.1: Si dos rectas son disjuntas, son paralelas.

En el ceso 1° las rectas se dicen secantes.

DEFINICION 5: Dades dos rectas m y m' distintas, se llama
haz lineal de rectas &1 conjunto { tm + am'= O } t,s arbitrarioe}

TEORRMA 6: Dado wn punto P, (x,,y,) mo comin am ¥ m', por
61 pasa una recta y solo una del haz.

Demostracién: Bscrivamos: ax by, +c = m, 1
3 por hipétesis, m, 6 mj # 0. Entonces, la Tecta (t,s) del haz,

pasa por P, si y solo si cumple: tm,+ smj = O , es decir,
51y solo si: t/mj = s/m, , que da la recta Wnica: mim-m.m'= 0.<>

X401y 40

Como por 1a Definicién 5, las rectas m y @' no pueden

3
coincident
TEOREMA
65 61 conjunto de rectas qus pasen por un punto fijo. Sim y m'
son paralelas, el haz es el conjunto de rectas paralelas & m

solo pueden darse los dos cases sigaientes.

: Simym' son secantes, el haz correspondiente

(1uego  21).

Demostracién: 'S 2 (x,,7,) oo el punto comtn, cuslquior
recta del haz pasa por él, ya que: hIIn& m", =0 para todo (%
por er m; ma = 0. Reciprocamente, cualquier recta 1 que pa-

se por P, pertencce al haz, ya que por ua punto Py do 1 distin-
o de P, pasa una recta del haz (v. Teorema 6), que coincide
con 1, por tener con ella dos puntos distintos commes:P,y P,.
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2°) Stendo m y m' paralelas, existe un mimero p tal que:
oribirse

a'= pa , b'= pb , luego la ecuscién del haz puede
(t+ps)ax + (t+ps)by + tosse' = 0 , loousl prueba que cualquier
recta del haz es paralels & m. Reciprocamente, cualquier recta
1 paralela a m pertensce sl haz, ya que por un punto P, de 1
pese uma rects del haz, que coincide con 1, puesto que ambas
pasan por P‘ y son paralelas a m. <>

TEOREMA 8: Sean m:oax + hiy +oy= 0 (1 =1,2,3) tres
rootas dadas, y M la matriz [a, by c,]. Se tiene

1°) rang MA = 3 <=> las rectes no pertenecen a un mismo
haz (se dicen independientes).

20) rang MA = 2 <=> las rectas pertenecen & un mismo haz
pero no coinciden las tres.

39) rang M4 = 1 <=> las tres rectas son una misma.

Demostracién: Se propome como Ejercicio.(Ayuda: tener en
cuenta que una recta de ecuacidn a1xvh'y+u1 =0 pertenece al
0 ¢=> 1a terna (a,b;0,) es combinacién lineal

az: tm + su
de las (a b ec) (a'd'c')).

Dentro de cada uno de los tres casos del Teorema 8, cabe
aistinguir diversos suboasos segin sean las intersecciones de
cada par de Toctas. Pero esto so determinard haciendo uso del
Teorema 5.

Notenos que le 1lamada posicién relative de dos rectas,
queda definida por su interseccién.

EJERCICIOS:
13. Enuncier los diversos suboasos posibtles de los casos del

Teorama 8, y dibujar las figuras respectivas.

14. Probar que las medianas de un tridngulo tienen wn punto

comin ( ). Haller las ol

en funcién de las de los vértices.

15. Doterminar puntos y rectas que satisfagan a condiciones
4e incidencia y paralelismo dadas.
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5.ORIENTACION EN EL PLANO APIN REAL
Recordemos que una terna (4,B,C) de objetos es el conjun-
o de los tres con una ordenacién total. Asf resulta que dicho

congunto da lugar a seis tornes distintas.

En este pérrafo, consideramos todo en el plano afin real.

DEFINICION 6: Sean ABC y A'B'C' dos termas de puntos mo
salineados. Se dice que ambas tienen la misma orientecién , sl
asi sucede con los pares de vectores (AB,AC) y (X'B',K'0').

TEOREMA 9: Si ABC o una terna do puntos no alineados, 108
pares de vectores (XB,AC) (C,BA) (CK,CB) tiemen la misma
orientacién.

Demostracién: Pijado un sistema coordenado X = (x,X,),
queda definida una funcién determinante H sobre el plano veo-
torial, mediante: H(v,v') = |1 ‘z‘ .

X%
51 las coordenadas respectivas de 4,3,C son: (a,,8,)

(b,,5,) (¢,,0,) , 8o tieme:

b,-a, b8, #9:93;

s1g H(IB,10)= sig|,' ' 2., z‘ =sig [1 b b,

1701 9270 :

172
y endlogamente: 1, 1 o0
a1g B(6,B0)= 16 | 1 o, o, |, eig H(CA,CB)=sis|1 n, @,

188, 1 b, b,
Pero como los determinantes 3x3 obtenidos son iguales, por ser
las permutaciones (abo) (bea) (cad) de la misma clase, queda
Gemostrado el teorema. <>
COROLARTO 9.1: Ias ternas ABC, BOA y CAB tienen la misma
orientacién, contraria a la de las ternas BAC, ACB y CBA
7: Se llama tridngulo orientado @ wn tridngulo
dotado do la orientacién dada por una terna formada con sus

vértices.
De 1o anterior se sigue que el tridngulo orientado ABC ,
o5 ol miamo BCA y ol CAB. En cambio el tridngulo orientado ABO



s distinto del BAC, etc.
Lo expuesto en este pérrafo puede splicarse al plano or-
dinario, por ser uwn planc afin real.

IECCION 18

1.ESPACTO OFDINARTO Y ESPACIO AFIN.

Ia mayor parte de lo expuesto en el pérrafo 1 de 1a Teccién
17 (Plano ordinario y pleno afin), pusde repetirse tomando oomo
punto de partids el sspacio ordinario.

1 confunto de los veotores 1ibres del espacio ordinario,
con 1as operaciones suma y producto por un mizero Tesl, es cla-
ramente un espacio vectorial real de dimensién 3, como se dedu-
Go do las propiedades admitidas para dicho espacio ordinario.

La diferencis con un pleno vectorisl de vectores libres,
estriva puss en la dimensién, pero mo en la estructura, que os
1a 4o espacio vectorial. Por ello, 1o que eXponemos & comtimia-
ci6a o casi igual & lo dado en el pérrafo 1 mencionado.

Batre las propisdadss que relacionsn el espacio ordinario
Libres, interesa destecar las siguien-

ocon 61 de sus veotor
tos:

Propiedsd 1%: Ie misma que en el plano (v. pg.109). Basta
cambiar la palabra plano por espacio.

Propiedades 2%, 3* y 4%: Las mismas que en el planc.

Propiedad 5%: Dados tres pwntos P,Q,R mo alineado
Junto de puntos del plano PQR es: {P + +.7Q + 8.FR } t,8 rea-
les cualesquiera .

o1 con-

E1 espacio ordinario posee otras muchas, pero es impor-
tante observar que todas las que se refieren & posioicnes re-
latives de puntos, rectas y planos, se obtienen légicamente &
partir de las 5 anteriores, y no utilizando de V mds que el he-
cho de ser espacio vectorial de dimensién 3.
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Esto permite afirmar que cualquier conjunto dotado do uns
ley externe con operadores en wn espacio vectorial de dimensién
3, ¥ que cumpla las propiedades 1% , 2* y 3* procedentes, es
wna estructura que tendrd las mismas propiedsdes lineales que
el espacio ordinario.

Adends, que para el estudio de estas propisdades, nos bas-
ta partir de las tres citadas, oon ventaje indudable pars la
sencillez y el rigor 1égico.

n 10 que sigue de 1a Lecoién, cusndo digamos espacio, se
entenderd de dimensién 3.

Poro oo de motar que mucho de 1o que sigue conserve su Va-
1idez, 6 es fdcilmente generalizabl

DEPINICION 1: Se llama espacio afin sobre un cuerpo K , &
un conjunto E dotado de una operacién externa (+), cuyo dominio
de operadores es un’espacio vectorisl V sobre K, y que cumple

Axiomas 1°) y 2°) Los mismos que en el pleno (v. pg.110).

en el oaso de dimensién n.

DEFINICION 2: La misma que en el plano, y ademds:

Se 1lama plano de E, @ un conjunto de puntos
L P+tv+sw )P ijo, (v,m) fijos independient
calares arbitrarios J.

y (%,8) ee-

Notemos que {+v + sw 3 (v,w) fijos independientes, (%,s)
cuslesquiera} es un subespacio vectorisl 5° de V, de dimensién
4os, es decir, un plano veotordal. Por ello, se esoribe tem-
bien: plano = P + 2.

51 escribimos: P + S , indicamos una recta 6 un pleno, ya
que S representa normalmente un subespacio de V, de dimensién
16 2. Por ello, las figuras recta 6 plano reciben el nombre
comin do subespacio efin ¢ yariedsd lineal (afin) de E.
EIRROICIOS:
1y 2. Los mismos que en el plano (v. pg.111).

TEOREMA 1: S1 el punto Q pertenece & la variedad lineal
P45, ue tlene: Q+ 5= P4 8.
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Demostracién: La misma del Teorema 1 de la Lecoién 17.

COROLARIO 1.1: P+ S=Q+ T = S=1.

Demostracidn: Se propame camo Ejeroicio.

DEFINICION 3: Dos rectas P+ 5' y Q+ T' de E se dicen
paralelss si: S'= 7', Una recta P+s' y un plano o+S° se dicen
peralelos si: §' C 5°. Dos planos P+s%y Q+5%
lelos s1: = F.

dicen para-

BIERCICIOS:

3, 4 3 5. Tos mismos que en el plano (v. pg.111).

6. Demostrar que wna recta y un plano paralelos, 6 son disjun-
t0s, 6 la recta esté contenida e el planc.

7. Provar que dos plancs paralelos son disjuntos 6 coinciden.

8. Demostrar gue por tres puntos no alineados pasa un solo plano.

2.SISTRMAS DR REFERENCIA. COORDENADAS.

Sea E wn espacio atin y V su espacio veotorial.

TEOREMA 2: El mismo que en ol plano (pg.111).

Sea shora (uy,u,,u;) wma base dada de ¥, y F: ¥ —> &
el sistema coordemado respectivo.

DEFINICION 4: La misma que en ol plano (pg.112), cambian-
do dimensién 2 por dim.3.

El resto del pérrafo 2 de la Lecoién 17, es aprovechable
ahora, sin mds que hacer (1 = 1,2,3) en vez de (1 = 1,2).

Solamente procede afiadir, que dado un sistema de referen—
oia (0,\(1 "z"‘x) » los tree plance: O + tu,+ su, , etc., se
dicen planos coordenados del s
3.ECUACIONES DE PLANOS.

En 1o que sigue de la leccién, suponemos todo referido &
wn sistens ooordenado f1jo, e indicamos oon (x,y,) las coor-
denadas de wn punto.

Sean Py (xy,740%y) » BplXpi¥pi2p) ¥ Py(x3,73,55) tres
puntos de un plano « , no alineados. Entonces, por definicién
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4o plano, sabemos que los puntos P de « vienen dados por:
P =P+ tv 4w m
aone: v = F;F, , w=FFy | 7 (4,8) recorre todo K. For ello,
1a (1) se dice ecuacién vectorial del plano «. En la cual, note-
mos que P, es un punto de « y (v,w) una base direceicnal de «,
deoir, umna base del 5 que define.
Expresando (1) en coordenadas, se tiene:
x =2 tx x,) ¢ 8(xym x)
3=yt vy + -(13— y,) ()
l(lz— l1) + l(ls- l‘)

P
6 tambien:
X = X4 P+ 8P,
3=y g s, &)
2=y trpe o
o1 indicance con (p,,q,,7;) las coordenadas de ¥, ¥ oen
(2135,7,) 288 do
las ecuaciones (2) 6 (3) se dicen ecusciones paramétricas
a1 plano «.

Camo v,w son independientes, wn punto P,(x,.,.%,) o8
del plano «, i y solo si: reng (P‘Pu, v, w) =2, 6sea, siy
soo e1:

T~ * P P
T Y % =0
S
o8 decir, si v solo si sus coordemias estisfacen & la ecuaciém:
-3 B %
Y-y 4 9| =0 .
RS
Sustituyendo en (4): Py Xpm Xq 9 Pyt Xym Xy » ete., queda una
expresidn que puede esoribirse en la Inl-

1
T T | a0 (5).
TR
1=
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Desarrollando (4) per los elementos de la primera colum-
na, queda: a(x - x,)+ by - 7))+ oz - 2,) = 0, dand

.-H‘z’u-’u 2], 0= |P1 Pzi 6,
T1 T Py P Y %
que puede escribirse:
X +by+os+d=0 .
525t (7) se dico scusoidn tmplicite del plano « § las (4)
¥ Q) tanbien san o forma de

to.
Kotenos que en (7), al menoe wmo ds los cosficientes
8,5,0 6o distinto do cero, ya que: 5 4 T
["2 :12 B

os vectores v,w.

por ser independient

Reciprocamente, se tiene:

TEOREMA 3: Una ecuscién lineal ax + by + ¢z + d =0, es
1a ecusocién implicita de un eierto plano, si wmo de loe coefi-
clentes ,b,0 es no milo.

Demostracién: Suponiendo por sjemplo: o ¥ O , escribamos:

x=t , y=8s , s=-4/0- t(a/c)- s(v/c) .

Estas son las ecusciones paramétricas de wn plano, ya que las
ternas (1,0,-8/c) ¥ (0,1,-3/0) son olaramente independientes.
Y es inmediato comprobar que este planc admite como ecuscién
implicite la dada. <>

COROLARIO 3.1: Sea ax+by+oz+d = O la ecusoién de wn
Plano @, y © 4 0. Entonoes, las ternas (0,0,-a) (0,0,-b) cems-
‘tituyen una base direccional de «.

TEOREMA 4: Sea ax+by+oz+d = O la ecuacién de wn planc «.
Entonoes, la terna (p,q,r) es coordenada de wn vector del
pacio 5 direcoiomal de « , 81 y 80lo 8%: ap + bq + or = 0.

Demostracién: De las igualdades (6) se sigue que (p,q,r)
coordenada de un vector de 5, 81 y solo si:
P on

=0, 6sea: ap+ g4 or=0,
r 7
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desarrollando por 1os elementos de la primera colwma. <>
COROLARIO 4.1: El plano de ecuscién a'z+b'y+c'z+d' = O

o8 paralelo sl do ecuacién (7), s ¥y solo si: (a’,bt,0') es

proporcional a (a,b,0).

BIERCICIOS:

9. Determinar para qué valores de (a,b,c) el plano deecuscién
ax+by+cz+d = O es: 1°) paralelo el plano coordenado O Aghs
2°) paralelo al eje OA,; 3°) no paralelo a ningin eje.

10. Hallar 1a ecuscién de un plamo paralelo a (7) y que pase
por o1 punto (x,7;,%,)-

11. 81 (7) se puede escribir en la forma: x/a + y/b + z/c -1= 0
indicar el significado geométrico de

4. ECUACTONES DE RECMS.

Sean P,(x,,3;,2,) ¥ Pp(x,,7,,2,) dos puntos (distintos)
de uns recta m. Por definicién de rects, una scuscién vectorial

e m o5 (v. pg.113):

tos

-0

Pery e ®)
aonde: v = FF, 7 escalar arbitrario. EL vector ¥ es wm
veoBor @ireccianal de m, base del 5' que define.

Expresando (8) en coordanadas se +iens:

x = x4 Hxpx,) x=x 4t
¥ =3+ ) (9) , 6 tembien: [y = 3, + ta (10)
%= 3y + tzyz,) Tmzy 4t

o1 indicamos can (p,q,r) las coordenadas de Y.
las ecuacicmes (9) 6 (10) se dicen ecusociones paremétri-
4o 1a recta

Do (8) se sigue que un punto B(x,y,s) es de la recta, si
y solo ei: PP = v , 6 sea, 81y solo st

x-x, y-y =-
—ta " an,
® Q T

por 1o cusl, los puntos de m son aquellos cuyss coprdenadas
satisfacen al sistema (11), que se dice: ecuaciones de = en
forma contima
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sustituyendo: p = X~ X, , etc.,
x-x, y-3 -1

2EH Ird Y

tiene:

(12)

ecuaoiones en forms continua de la rects,edfuncién de los pun-
tos By 7 B,

Como v # T, una de sus ooordenadas p,q,r es distinta de
cero, por 1o que el sistema (11) tieme siempre sentido. Si por
ejemplo es p A O, el sistema puede escribirse asf:

a(x -x,) = 3y =3) axsdysamo

6 sea: (13).
x(x -x,) = p(z -z,) atxe otas ar= 0
En genoral, o1 un sistesa dol t1po:
ax+by+oz+d=0 (14),

a'T+ b'y+ ¢'s+ d'= 0
‘tiene por solucicnes los puntos de una recta m, las (14) se
dicen gcuaciones implicitas de
TEOREMA 5: Un sistema (14) es o1 de ocuaciones implicitas
4o una cierta rect: rang =2

51 3 solo s s
Demostracién: =>) S (14) representa una recta, sea
(x,,7,:2,) w@ punto de ella; como dicka terna es soluoidn de

(14), erivirse ast:

sistena pusde
a(x =z, )+ by ~3)+ o(z -z0) = 0 55,
at(zmx, ¢ b1 (-7 ) o' (5-2) = O
Fongunos (3, %, ] 0. 1 rang M= 1, euto sistems on wsva
lente & una sola de las ecusciones, ouyo conjunto de solucio-
un plano, contra la hipétesis; se concluye: rang ¥ = 2.
<=) 81 rang M = 2, el sistema (14) tiene soluciones, como
prueba el teorema de Rouché-Probenius; sea (x" Iy ,:') una de
ellas. Entonces, el sistema (14) pusde sscribirse en la forma
(15), ¥ siendo rang M = 2, el eistema (15) es equivalente &l
x-x y-3 s-3

16),

b el
que son las ecusciones de wna recta en forme comtinus. <>
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COROIARTO 5.1: 81 las ecusciones (14) sen implicitas de
aquel ouyas coorde-

nadas son los dencminadores de (16).

EJERCICIOS:

12. Haller las ecusciones de wna recta paralela a la (14) ¥
que pase por el punto (x,,7,:%,).

13. Hallar wn vector direcoioral de wa recta paralela a dos
plencs dados.

s DE PIANOS. HAZ LINEAL DE PTANOS.

et =0, 1 = 0 i sl
ottt ¥ Tmtsis 14 e sistaon (S, 3, 7 8]
la matriz ampliada.

TEOREMA 6: la ogracterizacién de los casos posibles de in-
terseccién de « y ', la siguiente

1°) una recta <=> rang M = 2.

2°) vacia <=> rang M =1 y rang MA = 2.

3°) @ = a' <=> reng MA = 1.

Demostracién: Los puntos commes & « y «' son las solucio-
thes del sistema (14), luego su obtencién se sigue de mplicar el
‘teorema de Rouché-Frobenius.

FNotemos que: rang M ® 1 , luego tembien: rang MA » 1.

1°) Se trata de lo demostrado en el Teorema 5.

3°) rang MA = 1 <=> el sistems equivale & una de las ecus~

ctones.
2°) <
sigue por exclusiém. <>
COROLARIO 6.1: 51 dos planos son disjuntos, son paralelos.
En el caso 1°) los plancs se dicen

igue del teorema de Rouché-Probemius; =) se

DEFINICION 5: Dados dos plancs « y «' distintos, se llama
Bag lineal de plancs al conjunto {tx + sx'=0 } t,s arbitrarios}.

TEORBMA 7: Dado w pumto P(x,,7;,%,) no oamin & « y ', por
61 pasa wn planc y selo wno del haz.
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Demostracidn: Se propans camo Bjercicio.(Es andloga a la
el Teorema 6 de la Lecoién 17).

Existen dos tipos de haces de plance, que comorets el teo-
rema siguiente.

TEOREMA 8: 51 los planos «,&' son secantes, el haz co-
rrespondiente es el conjunto de los plancs que passn por uma
recta fija. S1 ,«' son paralelos, el haz es el conjunto de
1los plancs paralelos & « (luego & «').

Demostracién: Se propone como Ejercicio.(Ayuda: seguir wn
cemino andlogo al del Teorems 7 do la Lecoién 17, y tener en
cuenta que por uns recta y un punto exterior a ella pass wn
solo plano).

TEOREMA 9: Sesn o, @,x + b,y + 0,5 + d;= 0 (1= 1,2,3)
¥ 1a matriz [a, b, 0,] y MA 1a matriz aa-

, by 0y 4,1, Se tien

plisda [a,
1°) rang M = 3 <=> su interseccién es wn punto.

29) rengM =2 y rTeng MA = 3 <=> mo tiemen punto comin
¥ no pertenecen & un mismo haz.
3°) rang M = rang MA = 2 <=> su interseccién es una recte.
4°) rang M = 1 y rang MA = 2 <=> los planos son para-
1elos pero no coincident:

5°) rang M = rang MA = 1 <=> los tres planos coinciden.

Demostracién: Se propone como Bjercioio.(Ayuda: sndlogs =
1a indicada en el Teorema 8 de la Leccién 17, pg.117).

Dentro de eada wno de los cinco casos del Teorema prece-
dente, cabe distinguir diversos suboasos segin sean las inter—
cciones de cada par de plancs. Estas se pueden determinar
utilizando los resultados del Teorema 6.

Noten

que 1a llamada posicién relative de rectas 6 pla-
nos, queda definida por su intersecoién.

BJERCICIOS:
14. Emunciar 1os diversos suboasos posibles de los casos del
Teorema 9, y ditujar las figuras correspondientes.
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15. 51 son ¢, dos plamos (aistintos) del des 4 ', oom-
prodar que el has e+ s, es el mimmo mntelor.

16. Demostrar que el omjunto de todos los planos que passn por
wn punto P(x,,7,,%,) dado, corresponde al canjunto de ecua-
clones [t(x ~x,)+ 8(y -y,)+ u(z -z,)= 0 } t,5,u arbitra-
rios].

17. Deterninar puntos y planos que satisfagan a condiciones de
incidencia y paralelismo dados.

6.POSICIONES RELATIVAS DE HECTAS Y PIAKOS.

Sea m una recta dada por ecuaciones implicitas:
8,x + by + 6,2+ &;=0 (1 = 1,2), es decir, camo interseccitn

de dos planos . Y mes «: &x + by + 0% + d = 0, ua plano

1sf interseccin de m y « es la interseccién de
los tres plancs «,«,« . Aplicando pues el Teorema 9 preceden-
e, y toniendo en cuenta gue: rang [:; :; :; :12] =2, resilta:

TEOREMA 10: la intersecoién de la recta y el plan anterio-
Tes, presenta tres posibilidade

1°) rang M = 3 <= 1a intersecoién es m punto.

2°) rang M =2 y ramgMA =3 <= la intersecoitn e
vaota y 1a recta es paralela al plauo.

3°) rang M = rang MA = 2 <=> la Tecta estd cantenida en
o1 planc.

Demostracidn: Basta aplicar el Teorems 9, haciendo =
¥ notando que ahora, reng M ® 2. ©

En ol caso de que m vanga dada por ecusoiones paramétri-
cas (10) 6 en forma comtima (11), es inmediato observar que
108 puntos commes & @ ¥ «, vienen dados por los valores de t
que satisfegen & la ecuscidn:

a(xg+ 1)+ B(yy+ tad+ olzye tr)e d =0,
¥ por 1o tanto, los tres casos posibles (Teorems 10) vienen
ahora carsoterizados del modo siguiente:




1) ap + bq + or A O.

2°) ap + Da + or = 0 y ax;+ by+ 05+ A 4O,

3°)ep+bg+or=0 y 1114\!,1'(7!‘0‘!-0‘
Posiciones relativas de dos rectas.

Camo de costumbre, indiquemos com «, el plano de ecuacién

,x 4,7 40,7 +4,= 0, y tambien el primer miembro do ese ecus-

cién.

TEOREMA 11: la posicién relativa de dos rectes 1,m dadas

por 1as scuaciones implicitas: «,= 0, «,= 0 paral, y:

;= 0, @,= 0 pare m, viene caracterizada como sigu
19) rang [a, b, o, 4,1 < 4 <= las rectas son coplanarias.
2°) rang [a, by o, 4,1 = 4 <=> las rectas se oruzen.
Demostracidn: Que el rango ses menor que 4, equivale a que

las filas son dependientes, es decir, & que se tiene:

B8y By by 1€, = 0 oon algin by A 0.
St esortbimom: @ = i€+ ,0, = ~ty(y- t,«, , obeervamos
que 1s igualdad snterior expresa que existe un plano & que per—

‘tenece & 1os haces (x;,&,) ¥ (¢3,%,), ¢ ses, que contiene a las
reotas 1y m (v. Teorema 8, 1°). En definitiva, dicha igualded
express que las rectas 1y m scn coplanariss.

2°) Se cumple por exclusién.

Conviene afiadir que, en el caso 1°), el sistema de las
cuatro souaciones @,= 0, es equivalente al formado por tres de
elles, y splicando el Teorsma 10 se distinguirén los tres sub-
oasos posibles (rectas ssoantes, paralelas disjuntas ¢ coinoi-
dentes). <>

$1 las dos rectas vienn dadas por ecuaciones paramétri-
cas 6 en forma contimua, esoribamoslas con motacién vectorial;
1 Patv,om Qrew

TEOREMA 12: La posioidn relativa de dos rectss 1,m dadas
Ppor las ecusciones paranétricas precedentes, viene definida
camo s1gue:
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1°) rang (PQ, v, w) = 3 <=> las rectas se orusan.

2°) rang (¥Q, v, w) = rang (v,w) = 2 <=> rectas secante

3°) reng (R, v, w)= 2 y rang (v,w)= 1 <=> rectas pars-
lelas distintas.

4°) reng (¥G, v, w) = 1 <=> las Tectas coinciden.

Demostracién: Se propame como Ejercicio.(Ayuda: dibtujar la
figura correspondiante).

EJERCICIOS:

18. Dadas las ecuaciones de cuatro planoe «,, determinar condi-
ciones necesarias y suficientes para que tengan un punto
comin.

19. Determinar puntos, rectas y planos que cumplan condicion
de incidencia y paralelismo dados.

7.ORIENTACION EN EL BSPACIO APIN REAL.

la empliacién de 1o expuesto en el phrrafo 5 de la Lecoidn
17 (Orientacién en el plano afin real), sl caso del espacio
afin real, es tan simple, que nos limitaremos a repetr aqusllo,
con 1los cambios mecesarios de nomemclsture.

DEPINIGION 6: Sean ABCD y A'B'C'D' dos custernas de puntos
0 coplanarios. Se dice que smbas poseen 1 mimme oriemtacien
51 asi suceds oon las ternae de vectores (i3,i0,1D) ¥

(X' 70" 1D').

TEOREMA 13: Si ABCD es una cuaterna de puntos no ooplana-
rios, los trivectores (AB,AC,AD) (BC,ED,E) (CA,0,00) y
(D,DB,5C) tienen la miema orientacién.

Demostraciéa: Fijado m sistems coordenado X = (x;,%,.x;)
queda definida una funcién determinante H sobre el espacio
vectorial correspondiente, mediante:

%4 B
Bvviw) = xpom o
= x; x3
8i las coordenadas respectivas de A,B,C,D son: (.'1"2'.3)'



(bybyub), eto., me tieme:

by- 8 & ey

TR 1 b, b, b
oig H(1B,1G,1D)= oig |o,- 8, (=]’ 1 P2 %3
4o oy 9y ey

1ay 4, 4

7 sndlogamente se obtienen: sig H(BC,D,BA), etc.. Pero como
los determinantes 4x4 obtenidos son iguales, por ser las per—
mutaciones (abed) (beda) (cabd) y (abo) de la misma class,
queda probada la tesis. <>

COROLARIO 13.1: 51 indicamos con «(ABCD) la cuaterna ima-
gon Ao la permitacidn , se tiene: la orientacién de «(ABCD)
s 1gual 6 contraria a la de ABCD segin que: sig « = 16 -1.

DEFINICION 7: Se llams tetraedro orientado a un tetraedro
dotado de la orientacién dada por una custerns formada con sus
vértioe:

Se sigue de lo anterior que el tetraedro orientado ABCD ,
o8 el mismo BCDA, y distinto del BACD, stc..

Lo expussto en el presente pérrafo puede splicarse al es-
pacio ordinario, por tratarse de un especio afin real.

LECCION 19

1.CUERPO_OFDENADO.
1a relacién de orden total que poses el cuerpo real, de
origen a wna estructura mds rica que la de cuerpo, cuya defi-
nicién precissmos & contimusoidn.
DEFINICION 1: Un guerpo ordensdo es wn cuerpo K dotado de
una relacién de orden & , que cumple:
1°) (WoeK)aéb = a+o4b+
2°) 06a y 0%b = 0<ab.
51 61 orden es total, la estructura se dice cuerpo total-
mente ordenado. En este caso, los elementos & > O se dicen
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positives, y 1os b < 0 megativos.

EJERCICIOS:

1. Probar que un cuerpo totalmente ordenado tieme caracteristi-
ca cero.

2. Demostrar que en un cuerpo totalmente ordemado, el producto
de dos mimeros del mismo signo (es decir, ambos positivos 6
embos negativos) es positivo, y de signo cantrario es nega-
tivo.

Un plano afin sobre wn cuerpo totalmente ordenado, pose
adends de 1as propiedades de cualquier plano afin, otras debi-
das a 1a estructura de orden, que se llamen tradicionalmente
propiedades de separscidn. Vemos a estudiar algunas de ellas
en el plano real, pero se comprende que son vAlidss para cual-
quier otro cuerpo totalmente ordensdo, como por ejemplo, el
racional.

2.SEGMENTOS EN EL PLANO O ESPACIO AFIN EAL.

la conocida nocién de segmento propia de la estructura
de plano 6 espacio sobre un cuerpo totelmente ordenado, ya que
implioa la existencia del concepto de intervalo (v. pg.15, Def.
).

Sea E un plano 6 espacio afin real.

DEPINICION 2: Dados dos puntos P,Q e E, se llama segmento
o extremos P y Q, al conjunto de puntos {P + 7q 3 + €[0,1] }.

Tambien se dice que es el conjunto de puntos de la recta
Pq, situsdos entre P y Q. Los puntos de la recta contenidos en
ol segmento y distintos de los extremos, se dicen inteiores al
segmento; los demés se dicen exteriores.

DEFDNCION 3: Sean A,B,P,Q cuatro puntos de wna recta.
Entonces, se dice que 10s pu-ntos A y B estén separsdos por los
Py Q, cusndo wno es interior y otro exterior al seguento PQ.

Coordensdas baricéntrio
Fijsdo un origen de coordensdas O, escribamos: OF = p ,
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W =q, T = x. Ina ecuscin vectorial de la recta PQ, es en-
tomoes: x = p + t(a = B) , 6 sea: x = (1-t)p + £a , que se pue-
de esoribir:

x=sp+tqg (8+t=1) ().

Cada par (s,t) tal que: s+t = 1, da un punto X de la reo-
ta, ol ousl a su vez determin univoosments el par (s,t) que
cumple (1).

DEFINICION 4: Los mimeros s,t anteriores, se dicen coor-
denadas bariodntricas del punto X respecto del par de puntos
(2,Q).

Fotemos que es esencial el orden de los puntos P,Q, ya que
respecto del par (Q,P) las coordenadas barioéntricas de X som
(%48) # (8,t) en general.

TEOHEMA' 1: E1 punto A de la recta PQ es interior al seg-
mento PQ, s1 y solo si sus coordensdas barioéntricas son posi-

tivas

Demostracién: En efeoto, A es interior <=> 0 < £,< 1 (=
>0 ¥ 1> 0. O

Rocordemos que , se dice tembien razén simple de le terna
(AQP), ¥ ®e esowibe: r.s.(AQP).

TEOREMA 2: i (s,%) son las coordenadas barioéntricas de A
respecto de (P,Q), se tiene: r.s.(PQA) = - t/s.

Demostracidn: Paniendo OA = 8, resulta: @ = ep + tq ,
sastammptta,pea-ia-a) O

COROIARIO 2.1: El punto A es interior al segmento PQ, si
¥ solo si: r.s.(PQA) < O.
Fotemos qus, tmando coordensdas en cualquiers de las
se obtienen ang-
1ogas en las coordenadas. Por ejemplo, si P(x;,3;) Q(x.¥,)
A(x,y) , se tieme: N -x

-7




EJERCICIOS:
3. Se 1lema razén doble de la cuaterna de puntos alinesdos

(ABCD) &l cociente: r.s.(ABC)/r.
r.d.(4BCD). Probar que los puntos C,D estén separados por
los 4,3, siy solo si: r.d.(AKCD) < O.

tén separados por 1os 4,3

4. Demostrar gue los puntos C,D
iy solo si se cumple el reciproco.

3. SEMTPLANOS Y REGIONES CONVEXAS DEL PLANO APIN REAL.

Sea E un plano afin real, referido a un sistems coordenado

£ijo. Si ax+bysc = O o 1a ecuacién de una recta m, sean los
conjuntos: E'= {P(x,y) 3 extbysc * 03}, E"= {P(x,y) 3
axibysc & 0). Es evidente quer E'U E" = plano total , y que:
E'0 B = recta m.

DEFINICION 5: Cada wna de las regiomes E' y E* precedentes
se 1lama gemiplano cuyo borde es la rects m.

TEOREMA 3: Deda una ecuscién implicita de la rects
ax 4 by + ¢ = 0, y dos puntos P, (x,,7) Py(x,.7,) del plano,
sucede wno de estos casos:

19) P1 b 4 Pz estén en un mismo semiplano; entonces, todo
o1 soguento PP, pertancce a dicho semsplano.

2% P, ¥ ?2 estdn en distinto semiplano; entonces el seg-
mento P‘Pz corta a la recta m en un solo punto interior el
segnento.

Demostracién: las coordensdas de un punto P(x,y) del seg-
mento PPy Ban: X = Xyt X (520, t20, st =1).

. ¥ = 8yy+ 17,
Se ‘sigue: axsbyso = s(ax 4y +c) + taxby o) = myr tm, .
1°) si l,i o y‘zﬁ 0 = ll‘¢tnz§ 0, luego P(x,y) estd
siempre en el semiplano E'. Anajogamente, si 11‘ oy lz‘ o,
P estd siempre en .

4m,=0 s una ecuscién con solu-
- t/s = m,/m, < 0, que da un punto interior al
segmento (v. Corolario 2.1). <>
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En el 2° caso precedentes,
estén separados por la recta =.

E1 apartado 1° de este Teorema expresa una propiedad de
1los semiplancs, que se conoce con el mombre general de gonve
dsd.

dloe que los puntos PP,

DEPINICION 6: Una regién convexs del plano E, es una parte
4o E que tiens la siguionte popiedad: si dos puntos P,Q por-
tenecen a ¥, todo el segaento PQ pertensce a F.

TEOREMA 4: e intersecoién de wna familia arbitraria de
Teglones convexas es wna region convexa.

Demostracién: Se propane como Ejercicio.

la regién convera mds sencilla es sin duda el semipleno. Ie
ecotén de dos semiplancs, 6 regién angular. Pero
o1 ojemplo més interesante es el siguiente.
un mimero finito de puntos, y
ascribenos: Fy= 7, ; & = x. Extonces, o1 conjunto:
PaLXdxmtprent B )ttt tm 1, 5,20
o8 una regién convexa, que se llama simplex definido por los 1
puatos dados.

Demostracién: Sean P y Q dos puntos de P, OF = p , 0Q = q.
So tieme: p = Et;p, , a = L8, . Un punto oualquiera del seg-
mento Q es A tal que: OA = & = sp + %q (s+% = 1).5%0,130

So sigue:'a = s Et;p, + t L a,p, = Hst,+ts,)p, 5 poro:
:(ll,“l’) =8sEt + tIs, =
tanto, A pertencce a F. <

1+t1 =8t =1; porlo

E1 simplex definido por tres puntos pusde tambien obtener-
s0 camo intersecoién de tres semiplanos: es la regitn de puntos
interiores & un tridngulo. Analogamente, pars m = 4,5,
+tienen las regiones do puntos interiores a un cusdrilétero, wn
pentégano convexo, ... , un poligomo cemvezo de 1 lados.

m, se

EJERCICIOS:
5. Ditujar regiones oonvexas del plano, definidas por sistemes
de inecuaciones: X + b,y + o, 2 0.
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6. Prodar que si ¥ es wna regidn convexa ds B, P, w puato ds ¥
3 P, mo exterior a ¥, existe uw punto P del segaento
tal que: el PP es segaento contenido en ¥, y el PP, tiems

todos sus puntos exterfores a P, excepto P.
ESPACi0S
4, SEMTPEAROS Y HEGIONES CONVEXAS DEL ESPACTO APIN HEAT.

Ios conceptos, definiciones y demostraciomes del pérrafo
anteriar podfan haberse dado simultaneamente pars el plano y
el espacio, 10 cual no se ha hecho por razanes pedsgégicas.
Ahora bien, una ves comprendido lo antedor, su traduccién al
caso del espacio es ten sencilla, que parece adecuado realizar—
1la como Ejercicio.

Nos limiteremos a mencionar las diferencias de forma mds
evidantes.

En vez de recta: axsby+o =0 —> plano: axsby+cs+d = O.

Semiplano —> semiespacio.

Rogién angular —> Regién diédrica.

Simplex de 4 vértices —> Tetraedro.

Poligono de n vértices —> Poliedro do n vértices.
5.PROGRAMACION LINEAL.

En muchas cuestiones précticas de indole cusntitativa, ¥
especialnente en Ecomometrfa, se presentan problemas que, plan-
‘toados en términos matemdticos, canducen al siguiente

PROBIEMA GENERAL DE PROGRAMACION LINEAL:

Dado wn sistema de ecusciames:

-:x‘q.. + ahxe by
B S
alre.4 b =0
¥ un polincmio: C = o+ oyZ+...s 0%, , haller valores do las

, + positivos ¢ smiloa, que dmm & G e3 xinime valor posible
Es deoir, hallar: min.C , con las condiciones:[I] y x,» 0.
las ecusoiones [L] se dicen ligadures del problema; se
suponen puss en caso contrario, se
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sustituye [L] por wn sistema equivalente cuyss ecuseien
sean.
E1 primer pase pars la resolucién del Problema,es determi-

1o

nar ol conjunto ¥ de n-tuplas (x,,...,X,) que satisfagan a las
condiciones [L) y: x, ® 0. Pusde suoeder que F sea veoio, en ou-
yo caso el Problema no tiens solusin.

Con 61 lengusje de 1a Técmics, ws n-tupla soluoién de [1]
s0 dice un programa. Si sdemés cumple: x, > 0, se dice m pro-
fgrema faotible. 51 un programe factible hace minimo & C, es una
solucién 6 progrems éptimo.

Eu 1a resoluoién del problems, se utilizan los conceptos
siguentes.

Camo 1as = [5] e suponen oxte
%o al menos uma sumstris man de la matriz (a)) que es regular.
Pues bien, si son J;,...,d, les columas de dioha submatris,
50 dice que 1a m-tupla (;;,.../X;,) 8 uwa bass en el problo-
=s. Tas veristles de una base se dioen principsles (respecto de
1a base) y las demds no principales.

Se llana programs principsl asociado a wa base, al progre-
=a que se obtiens hacienddpero las variables no principales y
dando a les principales el valor (inico) que se cbtiene resol-
viendo entonces les ecusciomes de ligadura.

Un progreis fundsmental es un programa principal factible.

Eatre 1os diversos métodos de odloulo ideados para resol-
ver el Problema de 1a programacién lineal, es de destacar el
que, exponemcs &

Es del método de 1los si ox.

En primer lugar, notemos que el comjunto F de programas
faotibles, 6 es vacio, 6 es una regién convexa del espacio
afin ¥, ya que F es intersecoién de regiames convexas.

S1 entre las ecuaciones [L]) hay una del tipo: Tybeadny =
=2 >0, ¥ es un simplex, de donde viene el nombre del método.
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En el caso gemeral, ol camino a seguir es el siguiente:

Se buscs un programs fundemental cuslquiers. Uns ves ha-
1lado, se deternina a1 hace minima 6 no a C. B caso megativo,
56 busca otro programs fundamental, permutando los papeles de
una varishle prisicipal y wa no prinoipal, de maners que se ha-
&8 menor el valor obtenido para C. Este procese se repite cusn—
tas veces se pusda y sea preciso.

Puede demostrarse quo este método terina necesarismente,
+ras w mimero finito de pasos, en los siguientes Tinales:

1°) Se 1lega & wn programa ¢ptimo, y el problems estd
romuelto.

2¢) Se comprusba que las condiciones [1] y x,
compatitles, 6 sea que ? o8 vacto.

3°) Los valores do C para los programas fundsmentales po-
sibles no dan minimo en ningfn caso.

Los finsles 2° y 3° san los de no solucidn.

0 sen tn-

BIBAFLO
Soan Ias ecusoicnes de 1igadura
xpxpr =2

e =2

P
¥ 8o trata de "minimizar el polinomio: C = x,~ X,.

Un priner tanteo indica que se pusden tamar X,,x,,x, om0
varisbles principales de wa base, cuyo programa principal aso-
ciado (0,0,2,2,5) es fundamental.

Pero este no haoe minimo & C = X,- x,, por tener x, e es—
ta’ oxpresitn coeficients negativo, y ser los valores 2,2,5 ma-
yores que cero. Haciendo pues crecer x, hasts que wna de las
variables principales se amule, se cbserva que esto suceds pars

=2, x=0.

Tomamos entonces, oomo muevas varisbles prinoipales I, ,x;,
x5, 7 (2,0,6,0,3) camo programa fundemental. Ahors, expressmos
C en funoidn ds las varisbles mo principales, y se tieme:
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©=-2+x-x,. Com 1o cusl se cbserva qus tampoco este pro-
grana mininiza a C, pues el coefioiente do x, es negativo, y
1os valores 2,6,3 son positivos. Haciendo orecer x, hasta que
se amule una de las variadles principales, se Ve que esto su-
cede para x,= 1, x5= 0.

Tomamos como nuevas variabl
prosancs © = =3 + 3x,+ Jx; . Como shora los coeficientes do

prinoipales x,x,x; , ¥ ox-

1las dos variables no prinoipales son positivos, C es minimo
para: x,= 0 , %= 0, ¥ por tento, el programa fundamental oor-
soluoidn.

Tespendiente (4,1,9,0,0)

EJERCICIOS:
7. Resolver ejemplos nélogos al precedente.
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1.FORMA BITINEAL SOERE UN ESPACIO VECTORIAL.
En 1a Lecoidn 15 se A16 la definioién y primeras propieds—
@es el comoeptoi funcin (6 forma) p-lineal sobre un espacio
veotorial V.
En la presante vamos a estudiar la estructura comsistente
en un espacio vectorial V dotado de una forma bilineal f.

DEFINICION 1: Bemamos producto_escalar sobre V a wna for-
ma bilineal f: V¥ —> K.

E1 espacio V dotado de wn producto escalar f, es una es-
tructura que recibe el mombre gemeral de especio métrico; por
110, £ se llama tambien wna métrica de V.

S1 S es un subespacio de V, la restriccitn de £ a SXS es
evidentemente un producto escalar sobre S, que se dice métrica
subordinads de £ en S.

E1 mimero #(v,w) se llama producto escalar de ¥ por ¥
(respecto de f). Se observa que f es una operacién binaria so-
bre V pero can valores en K; es frecusnte escribir por comodi-
aad: £(v,w) = v.w , pues no da lugar & confundirse con la ope-
esoriba t.v. El valor
4100 cusdrado de v.

Tecién externa de V, munque esta
£(v,%) = v.v, 80 eseribe tambien: v2, ¥

1. V = vectores libres del plano (6 espacio) ordinario;
vom = 9/ /e/contrim).

E S N O I e e
3.V = XxJ 5 p(x).a(x) = p(adafa) , & fijo.
v (.00 = 2l

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre un cuerpo
K, ¥ (a;,...,8,) una base de V. e expresién coordenads del
pmmn escalar £ en dicha base, es (v. pg.95, (1)):
#(rw) =%, y x'y'2(a,8,) , donde(x') son 1as coordenadas do ¥
o (7)) m de w. mﬂu' (ag,8y) = 8y , queda:




v = Ea gty m.

Indicando con A la matriz ma cuyo elemento (1,3) ee
8,, = 8,.a, , queds:
137 vow =TT (@),
aice matriz coor-

oon 1a notaoién de costumbre. la matriz A
densda do £ en el sistema X.
51 hacemos wn cambio de coordenadas: X = PX , se tieme:
v.w = 'PIAPY , luego la nueva matriz coordenada de T es: P'AP.
Recordando que la ecuacién: X = QX representa un cambio
e coordenadas si y 8010 si Q es regular, se sigue que el con-
Junto de las matrices coordenadas de f en todos los sistemas

posibles es:
[B3B=PAP, P COL@) J.

1a relagién binaris R definida en M(n) mediente:
ARB <=> 3 P regular } B = P'AP , es claramente de equivalencia,
¥ da origen al conoepto siguiente.

DEFINICION 2: Dos matrices A y B, mm sobre K,
congruentes i existe una P reguler tal que: B = PIAP.

o dicen

TEOREMA 1: Todas las matrices coordenadas de £ tiemen el
niemo rengo.

Demostracién: Se propone como Ejercicio.(Ayuda: recordar
o1 Teor.2 de 1a pg.89).

DEFINICION 3: Se llame rango del producto esoalar f, al
rango comin de sus matrices coordensdas. Si rang £ =n, T
alce regular (6 no dege-mersda); si el rango es menor, £ se
dice singular (§ degenerads).

DEFIRICION 4: Se llama forms cuadrétics asooisde a f, = la

aplicacién q: V —> K, dada por: q(v) = £(v,v).

EJERCICIOS:
1. Ses 8 un veotor dado de V. Demostrar que la aplicacién
lineal, ¢

&, ¥ = K, dada por: g,(v) = a.v ,
un elemento de V* (v. pg.74, Ejercicio 9).
2. Demostrar que 1a aplioaoién g: V ——> V* dada por: g(a)= g,



antetor, en limeal.
Comprcbar que la forma cuadrdtica asocisda a f tiene las
propiedades siguientes: 1%) a(tv) = %q(v) , 2%) (v,w) >
(v+w)?~ v?= w?, define una Torma bilineal scbre V.

4. Detorminar expresiones coordenadss de un producto
dado mediante caiciomes prefijadas.

calar

2.ESPACIO VECTORIAL ORTOGORAL.

De acuerdo con la definicién general (v. pg.96) una forma
imétrice si: (¥ v,w) f(v,w) = f(w,v).

Dbilineal £ sobre V

TEOREMA 2: Un producto escalar £ es simétrico si y solo
1 cuglquiera de sus matrices coordenadas lo es.

Demostracién: S1 f es simétrice y A = (a;,) su matriz co-
ordenada en la base (a,), 80 sigue: g, = f(ay,a,) = f(aj,a,) =

8, o 1eg0 A es simétrica.
i une matriz A 61 producto

escalar £ es sindtrica, se tiene: £(v,w) = X'AY , £(w,v)=
= Y'AX = Y'A'X. Pero por ser I'AY una matriz 1x1 y por tento
X'AY = (X'4Y)'= Y'A'X ; se concluye:

simétrica, result
2v,w) = 2(w,v). ©
TEOREMA 3: e forma cusdrética q asooisds & wna £ simétri-
ca, define univooamente a f.
Descatruciin: B efeoto, oo tiame
alwim)= q(¥)- a(w) = (vew)(vsw)= ¥om W2 = vw 4 W ,
poro siendo £ simétrioa: vw = wr , luogo queda:
wn = 2(v,m) = #a(vw) - alv) - a(m]. ©

Yo que una £ simétrica y su q asociada se deterninan mu-
tuamente, se pude decir respecto de g en lugar de "respecto
e 7. Y £ vo ice forms poler de g.

DEFINICION 5: Un sspacio vectorial ortogonal es un espacio
métrico V ouyo producto escalar f es simétrico. Tembien se dice
que 1a métrica £ es ortogonal.

Do 1a Dofintidn se deduce que la métrica subordinada en
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cualquier subespacio de V es tambien ortogonal.

En 1o que sigue, V es un espacio ortoganal y £ su producto
escalar.

DEFINICION 6: Dos veotores v,w se dicen ortogonales (res-
pecto de £) si: f(v,w) = 0. Ello equivale evidentemente a:
2(w,v) = 0.

TEOREMA 4: 51 el vector ¥ es ortogonal a cada wno de los
vectores de una familia ¥, lo es a todo vector de la clausuras
1ineal X(F).

Demostracién: Se propone como Ejercicio.

DEFINICION 7: Si un veotor y es ortogonal a todo vector
de un subespacio S, dice que ¥ es ortogonal a S. Si oada
veotor de S es ortogamal a todo vector de T, se dice que Sy T
son ortogonales.

TEOREMA 5: Dado un subespacio S, el conjunto de los veo-

tores ortogs aSeswm que se dice oomp:
to ortogonal de S. Se indica: 8°, y se lee: S orto:

Demostracién: Se propane como Ejercioio.(Basta comprobar
que: v,w € 8° => tv + sw € 5°).
EJERCICIO:
5. Dada una bese (by,...,b)) de S, y wna (a,) do V, hallar ecua~
olones implicitas de S°, y comprobar que: dim S° 2 n - dim S.

DEFINICION 8: Se llama ndoleo de la métrica f, al comple-
mento ortogonal de V, es deoir, al conjunto de vectores ortogo-
nales a todo vector de V.

Consecuencia: El micleo de la métrica subordinada de f en
ooién de S oom S°.

wn subespsoio S, es la inte:
TEOREMA 6: E1 ndoleo K de £ se reduce al veotor mulo, si
¥ s0lo 81 £ es regular.
Demostracién: & € K <> (¥ v € V) a.v = 0. Pasando @ 00—
ordenades, si X es la n-tupla coordenada de @, 86 tien
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BEN < (MY XUT =y (x> Th=0.

Poro por el teorema de Rouché-Frobenius, el conjunto de
solucienes del sistema anterior se reduce & (0,...,0) 81y so-
10 81 A es regular, 6 ses, 81 y 80lo &1 £ es regular. <>

COROLARIO 6.1: L mxkrix métrics subordinada em un S es
regular si y 20lo si: 5n 5° =0 ; en tal oaso el subespacio
S se dice regular.

DEFINICION 9: Un vector ¥ se dice isotropo (respecto de f)
1 2(v,v)= 0, 6 sea, 51 su cusdrado es cero. Un subespacio §
(¥ v,w €35) £(v,¥) = 0, o5 dooir, si la
métrica subordinads es mula.

1 micleo do £ es evidentamante un subespacio ia0tropo.

se dice isotropo s:

Notenos que del Teorems 3 se sigus, quo un subespacio S
que tenga todos sus vectores isotropos, es isotropo.

TEOREMA 7: 1 el vector
ta de K(2) y su complemento ortogonal, es deoir, K(a) y K(a)®
son subespmcios suplementerios.

Demostracién: Sea v un vector cualquiera de V; escribamos
la ecuacién: v = ta + w , donde t y w son incégnitas (t escalar
v w vector, evidentemente).

Puos bien, si exiginos que w ses ortogonal a K(a), 1o cual
equivale a: &.w = O, la solucién (t,w) es inics. En efecto,
ew=0=> av = ta’ 0 <=> t = (av)/a’ ; reciprocanente, el veo-
tor w=v -(av/a®)a , es ortogamal &

Lo anterior demestra que: 1°) V = K(a) + K(a)° , 28) que:
D=ta+w(weEK(a)°) =>t=0 y w=0, luego la suma es
.dlﬂutl. <

o8 10 1s0tropo, V ee suma direc-

COROLARIO 7.1: $i g es un Vector no isotropo de un subes-
pacio S de V, so tiene: S = K(a) ® S N K(a)°. Pues 81 v € §,
wev-ta€s.

s vélido por ser af 0. 51 B
anite esa condicién, 1a tesis es falsa.




145

E1 resultado obtenido en el Teorema 7 puede tambien emun—
clarse asi: Dado un veotor g no 1sotropo, cuslquier vector ¥ es
sums do un veotor "paralelo” y otro ortogonal a dicho g. El su-
mando ta se dice proyeceién ortogonal de ¥ sobre

TEOREMA 8: Cualquier subespacio S de V, admite una base
4o vectores ortogonales dos a dos (base ortogonal).

Demostracién: Vamos a proceder por inducoién sobre la di-
Densién de S. El teorema se cumple trivialmente pare dim.l ;
supongdnoslo cierto para dim < p, y sea: dim S = p.

Entonces, a1 todo vector de S es isotropo,
anterior) que S s 1s0tropo, luego cualquier base de §
gonal.

51 por el contrario, existe un vector g de S, no isotropo,

o tiene (Corolarto 7.1): S = K(s) @ S N K(a)°. Pero siendo
SN K(a)° do dimensién p-1, poses wna base (a,) ortogonal, por
1a hipétesis de induccin. Se conoluye que (a,a,) es base orto-
gonal de S, ya que & es ortogonal & oada 8. O

COROLARIO 8.1: E1 sspacio V aduite una base (a,....a,)
ortogonal; la matris coordenada correspondiente es disgonal, ¥
o1 nimero de a, no isotropos es el rango de f.

En efecto, 1a matriz coordenada es & = [(a,)?

sigue (v. pg.
orto-

(a3,

1 una base (-1 s ortogonal, se suele suponer que los
vectores isotropos (si los hay) estdén situados &l f!n.lJ De mo-
40 quo, a1 rang £ = x, we tieme aho(érn) + aZ= 0 (0r).

e 2= :‘ ) 1a r:pnlxdn ooordenada respectiva

'yl 1
COROLARIO 8.2: Una matriz simétrica cualquiers, admite
una congruente disgonal.
Demostracidn: Hégase como Ejercicio.
EJEROICIOS:
6. Demostrar que 81 S es regular, V = 5@ 5°.
7. Ilenmemos descomponible @ wn S que sea suma directa de dos
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smbespacios ortogmales distintos de 0. Lemostrar que los sub-

sepacios no descompanitles san los de dimensién 1.

8. Sean A,B matrices coordemias de f en los sistemss XY res—
poctivamante. S1 B es disgonal y expresamos los 77 en fumn-
cién de los x', la expresién T'BY se dice "descomposicidn
de X'AX en suma de cusdrados®. Descampomer e cualredos,po-
linomios cusdrdticos hamogéne

9. Dado un polinomio cusdrético homogéneo de n varistles x',
puede considerarse como expresién coordenada natural de wna
foma cuadrética q sobre K. Determinar: rango y ndeleo de
EN dtam 5 dado
ortogonal de S.

3.CIASTPICACION LINEAL DE IAS FORMAS CUADRATICAS FRATES.

Aplicamos aliora lo amterior, al caso particular de X real.

TEORRMA 9: Ia métrica ortogonal £ admite una mAtTis 000N
denada reducida: [1,..,7,=T,5=1,0,..,01.

Demotracién: Acabamos de ver que existe wa base ortogo-
al (a,) de V talque: af 4 O (1 € x), a3= 0 (7). Podemos or-
denar 1os r prizercs vectores de modo que la base ortogonal
verifique: a3> 0 (1 € 8), 83¢ 0 (s < 1 € 7). Do esta deducinos
1a sigiente, tambien ortogenal evidentemante:

%1 (14a),

25k R
(a2) (-2

(s¢i€x), s (151

Rempecto ds esta base, la matris coordenads ee diagonal,
3 ou disgamal prinoipal esté formads por 8 Wios, I8 menos wmos
* ¥ Box ceros. ©
s olaro que pueden faltar dos 6 una de esas partes, pero
0 las tres.
E1 minero s es ol minero de vectores de la base ortoganal
(a,) ouyo cuadrado es positivo. Para sbrevier, le llsmaremos
signaturs de la base (s,).
TEOHEMA 10 (Iey de inercia de Sylvester): Tedas las bases
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ortoganales (respecto de £) de V, tienen la mimma signatura.
Demostracidn: Sean (a,) (u:) dos bases ortogonales, orde-
madas como en el Teorems 9, y sesn: sig(s,) = = , sig(d) = o
Se sigue que todo veotor a ds S = K(a,...,a,), exoepto el 3,
tieme ousdrado positivo, pus: x')%...+ (x*)? ; analogemen-—
te, 8o sigue que todo veotor ds T = K(b,, ...,b)) tiene cus-
dredo no positivo. Por lo tente: S T =0 , luego:
@im S+ dimT=8+n- a8 =din(ST) €1 § se deduce: s -8’4 O.
Cambisndo los papeles de s y s' en el razomamiento anterior,
50 tieme: 8'~ 8 4 0; se oomoluy

DEPIRICION 10: Se llama sigmaturs de £ (6 de @) @ 1a sig-
naturs comin de sus bases ortogonales.

COROLARTO 10.1: La forma q sdmite una sols metriz ooorde-
nada reducida.

Lo anterior da un oriterio de clasificsoién (es deoir, de-
fine wna particién) de las formas cusdrdticas sobre V, situan-
40 en 1a mima clase aguellas que tienen el mismo rango y la
nimma signatura, y por tanto, 1s misma matriz coordenada redu-
oida. las 0lases posibles vienen dadas por las matrices reduci-
das distintas posible

Como cada clase determina univooamente la matriz reducids

sta s dice sanénico, ¢ matriz
cunénice de la clase.

DEFINICION 11: Se llans signsturs de wna matriz simétrica
real, 1a del producto escalar que representa.

COROLARIO 10.2: Dos matrices reales diagonales congrasn-

‘tes tienen el mismo mimero de términos positivos.

BJERCICIOS:

10. Esoribir las matrices reducidas posibles para n = 3.

11. Demostrar que dos matrices simétricas wam reles son congru-
ontes si y solo si tienen el mismo rango y la mima signa-
tura.
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12. Provar que e1 es: +;p} +...+ 1,37 , una descomposioién e
suma de cuadrados de 1a forma cusdrdtics Teal I'AX, el mi-
moro r y el mimero de %, positives estd deterninado por
a1cha forma.

DEFINICION 12: Una forma cusdrética real q se dice defini~
da positiva si: (W v A D) aq(v) > 0.

TEOREMA 11: Una forna cuadrética real q es dofinida posi-
tiva 51 y s0lo 81 su signatura es n (6 sea, dim V).

Demostracidn: Se propane como Ejercioio.(Ayuda: utilizar
wna expresién coordensda reducida).

IBCCTON 21

1.ESPACIO VECTORTAL EUCLIDIANO.

Tos vectores libres del plano ordinario, comstituyen el
priner ejemplo de espacio vectorial dotado de una forma cuadrd-
tics definida positiva: la dada por: v > longitud de v. Este
ejemplo fus el origen del comcepto siguiente.

DEPINICION 1: Se 1lema espacio vectorial ewclidieno a un
espacio V ortogonal real, cuya métrica f tieme signatura n =

aim V. 0 ses, 51 la forma cuadrdtica q asociada es definida
positiva.
Consecuencias:

2%) 1a forma £ es regular, pues rang f = n.

3%) Ia métrica subordinada en cuslquier subespacio S de V
6o tambien euclidiana. Por tento, S eo regular.

4°) Existe alguna base ortoganal (a,) tal que: a2=1
(1 = 1,...,n). Pues por el Teorema 9 de la Lecoidn enterior, la

£ adnite una matris coordensda [1,...,1], ya que sig £ = n.

DEFINICION 2: Se llama 1l tud ¢ norma de un vector v de
V. & 1a raiz cuadrada posttiva (v2)¥ ; se indicard /v/. Se dice
mitario uw vector cuya morma vale 1.
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DEPINICION 3: Una base se dice ortonormada si es ortogonal
¥ todos sus vectores son unitarios. El sistema coordenado que
define se dice y las

Puede suceder que en el espacio euclidiano V, interese con-
siderar uns forma bilineal simétrice g distinta do la f. Por
ello, entre otras nomenclaturas que citeremos mds adelante, se
susle user 1a siguiente.

DEPINICION4: La expresién coordenada de f (8 de q) en un
sistena X, se susle llazar forma fundementel del espacio V en
atcho sistema.

Por ofemplo, 1a forma fundamental en coordenadas euclidia-
nas st XY = x'y'+...+ 5" , ¥ la forma cusdrética fundamen-
tal: XX = (2 Pr (2

TROREWA 1: Dado un vector a # B, cuslquier vector v admi-
%o una descomposicidn unica: v = ta + w, donde w es ortogonal
a1 veotor &.

Demostracién: Basta aplicar el Teorema 7 de la lecoién 20
(p6.144), notando que ahora, a £ 5 => a% £ 0. ©

TEOREMA 2 (Desigualdad de Schwarz): En un espacio eucli-
atano ae cumple: (¥ v.w) /v/ & /v//u/.

Demostracién: En efecto, si v = O, se cusple trivialmen-
te. 51 V¥, tiene: w=tv+u ,ur =0, t = vw/v" ;

) v

Vw2 = ()P VPP, R ) SR e o

TEOREMA 3 (Desigualdad triangular): En un espacio eucli-
(vw) /vew/ & /v/s/e/. Adends, ol sigmo
= gucede si y solo ei (v,w) son dependientes y del mismo senti-
d@o.

diano se tien

Demostracién: Deserrollando (v + w)? y aplicando la desi-
gualdad de Schwarz, se tiene:

(vemP= 2e 2vw 4 W & [uf2 2/ [/ fofP 25l Il I
y extrayendo 1a raiz cusdrada resulta la desigusldad irimngular.
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o cuanto #1 uigno =, es evidemte que mucede sl y scle si:
v /v//w/ . ()= v*u?. Exoluyendo el caso v = 0 {en el cusl
v = 0.w), se sigue que: w = tv + u => Vou'= 0 = u'=0 =

w= 0, luego: w = tv. Ademds: + = vw/v" = [vIIw/5° > 0. ©

DEPINICION 5: Dados dos vectores v,w no mulos, se llama
éngulo que forman, al escalar: « € [0, ) cos « = vw/|v|iw].

€ensecuencia

1%) EL producto escalar vw = /v//w/cos «.

2%) v, ortogonales <=> « =m/2.

3%) w = v (=t%) <>« = 0 (m).

4%) La proyeccién ortogomal de w sobre v es: (/m/cos «)v,
donde v, = v/1v|. Pues sabemos que: t = vw/|v|".

5%) /v = w2 /3% /a/*~ 2/v//w/o05 & (relacién do1 cosemo).

ETERCICIOS:

1. Se 1lame E° euclidiano, al espacio vectorial ¥ dotado de la
métrica cuya expresién coordenada en la base natural es:
x'y'+...+ 25" Ia desigualdad de Schwarz en este caso,
suele llamar de Cauchy. Desarrollarla para n = 3, y expresar
(x1¥)%- (X'X)(Y'Y),c0mo suma de cuadrados.

2. En el B euclidiano, hallar la proyeccién ortogonal de un
vector Y sobre wn vector X dado.

Ie longitud definida en un espacio vectorial euclidianc
2o sido origen de un concepto mds general, que es el siguiente.
DEFIRICION
plejo, dotado de una splicacién d: V —> E' (mimeros reales no

: Sea V un espacio sobre el cuerpo real § com-

negativos), que cumple:

1°) a(v) =0 =>v=0.

2°) a(tv) = /+/a(v).

3°) a(v .+ w) £a(v) + a(w).
Entonces. d se llama una norma sobre V, ¥
torisl normedo.

te un espacio veo-

2.0RTOGONALIDAD Y BASES ORTONORMADAS.
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2.0RTOGONALIDAD Y BASES ORTONORMADAS.

Sea V un espacio vectorial euclidiano, de dimensién
DEFINICION 7: Una familia ¢ sistema de veotores (v,,
8 dice ortogonal ei: vyv, = O pare i J.

TEOREMA 4: Una familia ortogonal cuyos vectores son todos
aistintos de O, es 1ibre.

Demostracién: Sea (v‘,...,' ) tal familia, y supongamos
t1ypeea Py =Bl esta igualdad
por v (1 mn cualquiera), u\lou. RCAR T %‘v(vpv’) =0,
1|u5mt(v) 0 5 pero (v,)% 40, por
yo: t'= 0. Por 1o tanto, la familia citada

x vy B, 3 s conciu-
e

TEOREMA 5 (Método de ortogonalizacidn de Sohmidt): Una fa-
milia ortogons? libre (a,,...,s ) puede complotarse hasta for-
mer una base ortogonal de V. ..

Demostracién: Desde luegof se le puede agadir un vector
40 modo que (a;y.-,8,,5, ;) sea libre. Ahora, esortbamos:
, donde: 1

RN
(4= 1,0.0,0)) 80 sigue: am 4 =0 (1=1,..,p) , luego el
sistena (a,,..,8,,8,,;) o8 ortogonal; ademds oo libre, puos:
8541 # 0y por sor (ay,..8,,0 ) lidre.

En resumen, hemos demostrado que en el supuesto p < m,
existe un veotor &, que afiadido a la femilia dada, forma otra
ortogonal y 1ibre.

Por tamto, s1 P+l < n, existe w veotor &,
+a 1legar & la base ortogonal buscada. <>

1
pe1 ™ Pper®” 1%

etc., has-

COROLARIO 5.1: Una base ortonormsda de un subespecio S de
V, puede completarse hasta formar una base ortonormada de V.

Demostracién: Se propome como Ejercicio.

TEOREMA 6: Cuslquier subespacio S de V y su complemento
ortogonal S°, son suplementarios.

Demostracién: Sea (,,...,a ) wia base ortogomal de S;
segin el Teorema 5 se puede completar hasta formar una base
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18,) ortogonal de V. Puss bien, ses T = K(a ;....8);
Tegular, 8 0 8° = O (v. pg.144, Corol.6.1)

ain S° € n-p ; pero claremente; T C S0 y dim T =1n-p ; se
concluye: T = S° y suplementario de 5. <>

COROLARIO 6.1: (5°)° = 5. Puse: 4in(3°)° = n - (n-p)= ,
3 adends: S C 5(°)°, por definicién de complemento ortogonal.
EJERCICIOS:
3. Dada wna base del E* euclidieno, dewrminer wna base ortogo-
nal por el método de Schmidt.
4. Dado wn subespacio S do dicho E*, hallar wna base de S°, ¥
normalisarla.
5. Demostrar que: V= S@T = V=S5 @10
6. Hallar veetores que satisfagan & condiciones de ortogonali-
dad dadas.

TEOREMA 7: Ta coordenada i-sima de wn veotor ¥ respecto de
uma base (a,,...,a,) ortenormada, es igual al producto escalar:

Demostracidn: Se propone como Ejerciolo.(Basta expresar ¥
como combinacién lineal de los (‘1) ¥y comprober la tesis).

COROLARIO 7.1: Si v es unitario, su i-sima ooordenada es
o1 coseno del éngulo (v,a,), pues entano
Por ello, dichas de v 80 dicen gosemos
40 ¥ respecto de 1a base ortomormada (a,).

o, = cos(v,e,).

TECREMA 8: le matriz de un cambio de coordenadas euclidia~
nas es inversa de su traspuesta.
" Demostracidn: Sea X = PX el cambio memoiansdoj como X ¥
T son sistenas 2a matris
de £ en ambos sistemas 1,5 por lo tanto,(v. pg.141, lin.7):
= P'I‘P » 6 sea: L= PIP. O

DEPINICION 8: Una matris cuadrada real se dice ortogomal
1 oo inversa de su traspuesta.
Recordenos que: PP = I <=> FP' = L.
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Consecusncias:
1%) Ser P ortogonal equivale a: los veotores fila (columna)

wa base a1 ¥
2%) E1 deterninante de wns matriz ortogomal vale +1 6 -1.
2,

pues |P'Bl= 1 => [P'[[P|= 1 => |P|%= 1. S1 |P|= +1 , la matriz
s dice ortogonal directa.

TEOREMA 9: las matrices ortogomeles m<u forman grupo oo la
operacién producto de matrices.

Demostracién: Se propons como Ejercicio.

DEPINICIOR 9: El grupo de las matrices ortogonales mx se
1lame grupe ortogomal de orden n; es subgrupo del GL(n), y se
indica: O(n). E1 conjunto de las ortogamales directas es subgru-
indica 0*(n) y se llama grupo de las rotaciones

7. Probar que cualquier matris ortogonal de orden 2, pusde

oribirse oon elementos oos « Y sen .

8. Obtener matrices ortogonales de orden 3, a partir de una
£ila dads, 6 de dos.

3 ORTOGONAL, DE IAS PORMAS HRALES.

En el pérrafo 3 de la Lecciém 20, se olasificarcn las for-
nes cusdrdticas sobre un V real, situando en la mimma clase
aquellas cuyss matrices coordenadas eran congruentes.

En ol presente, vamos a clasificar las formas cuadrdticas
sobre wn V t11izando una nds
aa.

DEFINICION 10: Dos matrices A y B, mm reales, se dicen
congruentes ortogonales si existe uns matriz P ortogonal, tal
que: B = P'AP , 6 sea: B = PAP.

Notemos que la relacién binaria R definida en M(n) medien-
te: ARB <=> A congruente ortogonal oen B, olaramente de
equivalencia.
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Sea pues V un espacio euclidiano dv Aimensidn m, y & wna
forna bilineal simétrica sobrée V. Para evitar confusiomes con
la forma fundamental £, se hace necesario splicar @ esta g una

distints de la para wn espacio ortogo-
nal, reservando ests para f.

Asf, se dird: conjugmdo (respecto de g) en ves de ortogo-
n8l; sutoconjugado en vez de isotropo; subespacio polar de S en
vez do complemento ortogonal de S; bese gutopolar en vez de ba-
26 ortogonal.

Sean A y B matrioe

coordendas de g an sendas bases orto-
normadas. Ssbemos que: B = P'AP , donde P es la matriz del cam-
blo de coordenadas. Pero aqui P es ortogomal, por ser el cembio
de coordensdas euclidisnas. Por lo tanto, el conjunto de matri-
ces coordenadas de g en todas las bases ortonormadas posible
on: [B ) B=PaP,P€o(n)].

Tratemos & contimuscién, de obtener una matriz de este con-
Junto, que sea disgonal. Si existe, ello equivale evidentemente,
& la existéncia de una base ortonormada que ses & la vez guto-
Far (v. pg.145, Corol.8.1). Ia cual existird, si encontramos
una bese ortogonal que sea tambien autopolar.

La matriz A puede comsiderarse real y simétrica arbitraria.
Interesa estudiar en este caso, la ecusecién |A - xI [= 0, lla-
mada ecuacién secular por rezones histérices. Desarrollando el
determinante, se obtieme un polinomio cuyo término de mayor
grado es: (1), y cuyo término constante es [A[. Se sigue
que 1a ecuacién es de grado 1, y tieme por lo tento, B raic

. reales ¢ imaginarias, distintas ¢ confundidas. Cada una de
ollas se dlce reis camterfstica Je A.

do 1a ecuncién secular |A-x,[=0

Demostracién: Sea t, woa Taiz, es deoir: [A - %I |= O.
Se sigue que el sistema de ecuacicnes lineales homogéne
(A - +,)X = (0) tieme wma solucién X (0), campleje en
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general. Como: (A - t11)X‘- (0), se tiene: AX|- ¢‘X1 3 traspo-
niendo esta igualded, y escribiendo su conjugada compleda (),
resulta: XjA'= t.X; , EX;= 1%, ; pero A' =KX =4, por sera
real simétrica. Se deduce: ;, " i g
AR, = R, Tk, = IR, 5y

restando queas: (0) = (t,- #)X;X, 5 pere: ik, = |x]1% +...
oot |512 £ 0 por ser X, £ (0); se concluye: t,- %, =0,
6 ses: t, real.

TEOREMA 11: Existe en V una base ortogonal que es tembien
autopoler respecto de g

Demostracién: Pijado un sistema de coordenadas X euclidia-
nas, sea A la matriz de g en dicho sistems. Por comodidad, dire-
mos veotor X, en vez de: veotor cuya n-tupla coordenada es X,

En virtud del Teorema precedents, existe wn vector X, A
tal que: AX,= t,X, , t, Teal. Sabemos (pg. 144, Teor.T) que:
V = R(X,) ®X,° ; pero todo vestor de X,° es conjugado con X,
ya quos ¥'X= (0) = THAXy= £,Y'X;= (0).

Anora bien, X,° es espacio euclidisno oon la métrica f,
subordinada de £, y poses tambien la métrica g subordinada de
& Aplicando puss & X,°, £,, & 1o hecho con V, £, g, se ten-
aré wn veotor X, tal que: X,°= K(X,) ®X3 , dande todo vector
e X,* o8 ortogonal y conjugado con X.

Se comprende que reiterendo este proceso, 6 utilizando el
método de inducoién, queda probeda la existemcia de la base
el emunciado. <>

COROLARTO 11.1: Existe en V wna base ortamormada que s
astniemo autopolar respecto de g. Eu efeoto, wna tal base se
obtiens normalizando la del Teorems.

COROLARIO 11.2: Existe un sistema de ooordensdas euclidia-
nes, en el cual la matriz coordenads de g es diagomal.

COROLARTO 11.3: Una matriz simétrica real posse wna con-
gruente ortogonal diagamal.
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TEOREMA 12: la ecuscidn secular [A - xI|= O es la misma
para todas las matrices coordenadas de g, en bases ortonormadas.
Demostracién: Si som A y B dos tales matrices, sabemos

que: B = PUAP , P ortogmal, lusgo: B = P 'AP. Se sigue:
B-xI=P (A-xDP, |B-xI|= |F'||A - xI||P|= |A - xI|
ya que: (27 jR)= 1. ©

COROLARTO 12.1: Dada wna matriz A simétrica resl, los ele-
mentos s, de una matriz disgonal congruente ortogonal conm A,

son las raices do 1a ecusocién secular de A.

TEOREMA 13: Dos matrices A y B, simétricas reales m, som
congruentes ortoganales <=> tienen la misma ecuacién secular.
Demostracitn: =>) es el Teorema 12.
=) Sea A%= [t,,...,%,] una metriz disgonal congruente
ortogonsl con A, ¥ B* = [s,,...,s,] una andloga con R. En vir-
+ud del Corolario 12.1, existe una permutacién « del S(n) tal

que: [oy,eeny8,) = [tqyeenntoyde

Ahora bien, s1 « os una trasposiciéa (1,3), la matriz
Bt =P, A%P,, , como me comprusba immedistamente (v. pg.84).
Poro P, es ortogomal, y Bjj= P,y ; Por lo tento, A* y B* son
<ongruentes ortogonales, luogo tambien A ¥ B.

Si « os una permutacin cualquiers, es wn producto de r
transposiciones, luego: B* = P,..PA'P_..P, , donde (P,..)
8 ortogenal e igual a su traspuests, por serlo ceda Py. Se
concluye como antes, que A y B son congruentes ortogonale

o

Como resumen de este pérrafo, podemos decir que hemos ob—
tenido wna 4o las formas sobre wm ¥
‘euclidiano, situsndo en la misma clase las congruentes Ortogo-
nale decir, las que tienen la misma ecuscién secular. Las
clases posibles vienen dadas por los conjwios posibles de n mi-
moros resles t,.

Como cada tal conjunto admite me sols ordenacidn en la
quet 1os +,=0 estén ol tinal y 1os £ O en orden mo creciente
(% % ... 2440, tz)..= %, = 0), Tomilta qus cada clase
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determina mivocamente dicha n-tupla, por 1o que la matriz dia-
gonal correspondiente se dice representante canénico, ¢ matriz
canénica de 1a clase respectiva.

BJERCICIOS:

9. Demostrar que la relacién de congruencia ortogonal es de

equivalencia.

10. Demostrar que dada una matriz simétrice real A, existe una
P ortogonal directa, tal que P'AP es disgomal.

11. Dada una matriz simétrica real de orden 2 ¢ 3, esoribir la
ecuacién secular y hallar sus raice

12. Deda una matriz simétrics real A de ordem 2 6 3, hallar una
matriz ortogonal P tal que P'AP sea diagonal.

13. Demostrar que el coeficiente de x° en [A - XI| e
(=1PA,_; , donde 1a suma de los (7) menores prin-
cipales de orden m-p w1 (Ayuds: recordar la derivada de
un determinante ouyos términos son funciones de x).
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LECCTON 22

1.PLANO EUCLIDIANO. DEFINICIONES.

E1 plano ordinario es un plano afin real cuyo plano veoto-
rial es ol de veotores libres. Ahora biem, ya indicamos que es-
‘e plano vectorial se considera dotado de una forna cuadrética
definida positiva, que es la-dada por: v —> longitud de V. Se
+tiene aof wn ejemplo del concepto signiente.

DEFINICION 1: Un plano euclidieno (8 euclideo) es un plano
afin reel cuyo plano vectorial es euclidiano.

Se 1lema distencia entre dos puntos P,Q & 1a longitud del

vector Fa.
S 1lema gngulo de dos rectss, al dngulo que forman dos
vectores direccionales respectivos. Se tiemen asi dos valores

suplementario

Ies propiedsdes de un plano euclidiano que dependen do la
métrica £ o mu plano veotorial, se dicen propiedades métricas.
Se distinguen asf de las propiedades afines, qus dependen ex-

clusivamente de la estructura de plano afin.

CAMBIOS DE

Sea E un plano euclidiano.

DEFINIGDN 2: Un sistema de referencia (0,u;,u,) se dice
rectengular, si la base (u,,u,) s ortonormads. les coordenadas

respectivas se dicen rectengulares.

51 108 u, son unitarios pero: uuy= cos « £ 0, las coorde-
nadas se dicen gblicuss.

En 1o que sigue, las coordenadas se suponen rectangulares,
¥ 1a base de orientacién fija, que se dice positiva.

S1 es: X = p+ AX , la ecuseién de un cambio de coordena-
das rectangulares, se sigue que A es ortogonal directs, por ser
la matriz de un cambio de bases ortonormadas de la misma orien—

tacien. Se tiene: a)

= vy (v. pa.112).
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51 o6 « o1 dngulo que forman (u,,v,), las ecuacicnes del
cambio son, con motacién (x,y):
x=p'+ T ocosa-Fmena
y=5% X oena+§ oos
puesto que: LT nal(u‘,v‘).
Cuando « = 0, el cambio es una traslacién A*] 3 8i
p'= p%= 0, o8 un giro de ejes de dngulo a.
3.DISTANCIAS. ANGULOS. AREAS.
Sean P(x1 ,y‘), a(xz.yz) dos puntos dados por sus coordena-
des. Sabemos que las del vector PQ son (12—11. yz—y‘), luego:
atstancta [Bal= ( (x;-x,) 2475 2)E

Sea m uma recta de ecusoifn: ax + by + © = Oj vn vector di-
Teccional de m oo ol de coordenadas (b luego ol dnguloque
forns con el eje Ox tiene: g « = ~a/b .

51 es: alz+biysot = O la ecuscidn de otra recta m', me
tiene: aar + b
R TR
Notemos que 61 veotor (a,b) es ortogonal al (b,
aquf 6 de la férmula enterior, se sigue que m,m' son perpendi-
culares si y solo si: aa' + bb' = O.

Distancia de wn punto s una rects.
Sea P(x,,7,) 7 B: axebyso = 0. 51 es Q el pié de la per-
pendicular de P, & m, ¥ Py(x,,y,) un punto de m, la distancia
I2,Q] & 1 longitud de la proyecoién del vestor PP, scbre el

(8,b), lusgo:
12,91=

-(x‘-xn)*b(y.,-yc)[_ |ax+ By + of
(a2?) (e20?)
En ol caso B= origen 0, so tieme: [0Q] = o1/(a%?)}
Interesa en ocasicnmes saber si el segmento 0Q estd por
encima de Ox (es decir, si Q estd en el semiplano positivo de
0x), 6 por debajo. Sucederd lo primero, si m corta & Oy en un
8i: -¢/b > 0 , y lo segundo, si:

punto de y positiva, 6 se:




-o/b < 0.

Sea m el vector unitario: 0G/|0Q| ; sus coordenadas son
(cos «, sen ), donde « 1 dngulo que se recorre desde OL,
nasta 3 en sentido positivo. En/tonces, si esoribimos [0Q[= p ,
wn punto P(x,y) es de m, s1 y solo si: OP.@ = p , 6 sea:

x cosa + y sent - p = 0 ),

que es una ecuacién implicita de m, llamada ecuacién normal.

Para pasar de wna ecuscién implicita cuslquiera:
ax + by + ¢ =0 , & la normal, basta por tanto, dividir por
(a229)¥ y mm1tiplicar por -1 si o fusse positivo.

EIERCICIOS:
1. Hallar la distancia entre wn puato B(x,,y,) 7 wma recta de-
da por ecuaciones paramétricas, en funcién de los datos.

2. Hallar la distancis entre las rectas paralelss: axsby+c = 0,

ax+bysot = 0.
Area do wn trigngulo.

Sea el paralelogramo P,P,PyP, , (x,,7,) las coordenadas
Su drea es igual a: |P,F,| por la distencia de P, @ la

recta P,P,. Se tiene:
Ecuscidn de PyPy: (x -x,)(¥,,) = (¥ -7))(x,~x)) = ©

Distancia Py-PiPy: | (X3-%,)(3,-3,)- (3373,)(x-xy)|
L7, oz 2

T Ty

ATea do PP,P;P, = valor absoluto de

T I3
1z oy,
= valor sbsclzto ds (1 x, 7, (= 7] - (2)
L

Notemos que el ares del paralelogramo definido por el par
4 vectores: u(py,,), ¥(Bya,) serds By, = Bty

Do (2) se sigue que:
Area ded tridagilo P,7Py = [D| -
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Anora bien, recordando 1o dado sobre orientacién de wm

tridngulo, resulta que #D tiene por valor absoluto el ares

46l tridngulo, y por signo + 6 - , segin que la orientacién del

tridngulo P,P,P, sea positiva (s decir, igual que la del Oh,A,)

6 nogativa.

EJERCICIOS:

3. Determinar rectss que satisfegan & condioicmes angulares 6
4o distancis, dadas.

4. Hallar puntos dados por condiciones angulares, de distancis
6 do droas.

5. Haller o1 drea do un poligono dado.

IECOTON 23

1.ESPACIO

Vale 1o dicho en el pérrafo 1 de la Lecoién 22 precedent
cembiando "plano” por "espacio". Y cusndo digamos "espacio” en
1o sucesivo, entendemos de dimensién 3. Asf pues:

DEFINICION 1: Un espacio euolidiano (6 euclideo) es un es
pacio afin real ouyo espacio vectorial es euclidieno.

Sea E un espacio euclidiano.
DEFINICION 2: Un sistema de referencis (0,u,,u,,u;) se di-
ce rectangular =i la base (u,) es ortonormada. les coordensds:
rospectivas se dicen rectengulares.
En 1o que sigue, las coordenadas se supemen Tectengulares
(u,) de orientacién fija, que se diré positiva.

X =p+ AL , la ecuscién de un cambio de coordena-

das rectangulares, se tiene qus A es ortogonal directa, por ser

1 matriz de un cembio de bases ortonormadas de igual oriemta-
d . =

clen. Ademds: of = u,vy = cos(ay,v,).

Ios casos particulares mds notables, de este cembio de
coordensdas, son los siguient
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Zraslecién de ejes: Cusndo & = I, & sea: uy= v, (11,2,3).
Giro alrededor de Ox: p = (0), u, = v, . Se tiene:

% =3 send + T cosx

Andloganente, los giros de ejes Oy, Oz.

Giro goneral de ejes: p = (0).

Este cambio de coordenadas, puede escribirse como producto

do tres giros del tipo anterior, que som:
v.
3

1°) Giro slrededor de u;, que pesa de la base (n‘.nz,nl)
ala (n,'[ up ns), siendo uj el vector unitario sobre la semirreo-
te intersecoién de los planos (wu,), (v,v,) y contenida en el
@glo (u,,%,) (7. tigura).

2°) Giro elrededor de uj , que pasa de la base (u}

3)
8 1a (v,u8,v,).

3°) Giro en torno de v, , que pasa de la base (uj,u3,v;)
2 la (v,7,vy).

EL dngulo del giro 1° s ¢ = (u,,u}) 5 el del 2° o8
6 = (u,vy) 5 el el 3°: 7Y = (uj,v,). Se canocen com el nom-
bre de dngulos de Buler.

EJERCICIOS:

1. Escribir las ecusciones de los tres giros anteriores, y la
del giro gemeral, producto de ellos.

2. Hallar las ecusoiones de un cambio de coordenadas, comooien-
40 1a situscién de la referencia mueva respecto de la antigua



6 viceversa.
2.PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MTXTO. IDENTIDADES.

Sea V un espacio vectorial euclidiano de dimensién 3.
Une operacién binaria interns, sumsmente interesante, pus-
de definirse en V del modo siguiante.

TEOREMA 1: Dado un par de vectores (u,v) independientes,
existe un solo vector w que cumple:

1°) ww =0, vw=o0.

2°) 1a terna (u,v,w) es de orientacién positiva.

3°) /w/ = /u//v/sent , donde « es el dngulo agudo que for-
man uy v; s decir, /w/ = /Area del paralelogramo (u,v)/.

Demostracién: Sean (x,,7,2,) las coordenadas de u , ¥
(x517,12,) 188 de ¥, en un cierto sistema euclidiano. Llamemos
(x,7,2) 1as do un vector w que satisfaga a 1°,2° y 3°.

Se migue de 1° que: xx,47¥,+22, = O, XXYT,+32, = 0 § ¥
siendo 2 el rango de este sistema, la solucién gemeral del mis-

Fooeeft
N

.2 - nzvzu-nzu( = \l2'?~ uzvaens « =

m x-t[
%2

|
‘J-n.y-;

Pero de 3° se sigue que
= w%-(u)?. m coordamasas:
Layter® = (Savied) (Gushend) - (xyxpr,zpregsy)? =

" Gy e Py

¥ sustituyendo los valores de (1), se tisne

22 1202 1262 = a% b2 0%, 6 mear (+2-1)(a% bR o
Como u,v son independientes, no puede ser: & = b= o = 0,

uogo: 8% b2 o? 4 0. Se deduce: -1 = 0, luego: ¢ = +1 6 -1.
Ahora bien, 2° expresa que s positivo el determinante

“1 T

Ty 7| =38+ b 420 = t(a% b3 o%) , Iuegos t > 0.
2rpa

?)e 0.

Se comoluye: t = 1, x =8, y = b, = o, lusgo ¥ existe
3 es tnico. ©
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IEFIRICION 3: Dado wn par de vectores (u,v) se llema pro-
cto vectorial de w por v, al veotor O si (u,v) es ligada, ¥
ibre. Se esoribe: uav , y

a1 vector w precedente si (u,v)
u vectorial v.

Hotemos que tambien en el caso de (u,v) dependientes, las
coordenadas del producto vectorial sn (a,b,c), pues en este

50 1

caso: a=b=o=0.
TEOREMA 2: Ia operscién binaria interna definida sobre V
por: (u,v) => WAV , @8 bilinesl antisimétrica.
Demostracién: o, b,

LA
1°) tuAv tiene por coordensdas:

7 %l |’z 2
etc., Iuego: AV = $(uAvV) ; analogamente: Aty = tH(uAv).

2°) (usu')Av tiene por coordemadas:
|’1 IV
e BT %

|+ oo, tuege:

Ty By
e M
(ueut)Av = (WAY) + (@'AY) § analogamente:
uA(vv') = (Av) + (BAV'). 3,
3°) vAu tieme por coordenadas: |’z
1

-+

%2

z, ’

. |¥1 5
T2 %
otc., luego: YAT = —(uAV). <
'EJERCICIOS:
3.Comprobar que s1 (a,,a,,8;) o6 base ortemormada, se tiens:
aynaym 8y s B asy—a, ) Byaa A
4. Rosolver el sistema: Xaa =b , To =% , om &, o 4O

Producto mixte.

DEFINICION 4: Dada una terna de vectores (l‘ "2"3)' e
1lama profucto mixto do la terna, al escalar: a,(s,na;). Se
indic:

1%) 51 las coordenadas de &, son (x,,¥,,%,), so tiene:

(s, ) = determinante do [x, y, z,].
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2%) La eplicacién: VxVxV --» ¥ , dada por el producto miz-
0, s trilineal y entisinétrica. Bs puss wna funcién determi-
nante sobre V, ouyo valor en cuslquier base ortonormada es 1.

3%) E1 volumen del peralelepipedo definido por la terna
(81185,2,) o8 igual & /(a,8,8,)/-

En efecto, la altura h correspondiente a la base (a,a,) o8
1a proyecoién de ay sobre 8 g, ; ¥ el drea de dicha base os

|8~ 8,l. Se tiene por tanto:
[(a,n8))a,)
Volumen = —Lllvﬂzl I8 ney| = /(a,8,85)/.
Rosulta asi que el valor absoluto del producto mixto nos
da 6l volumen oitado, y el signo nos da la orientacién de la
torma (a,,8,,8,).

Identidad del doble producto vectorial

Sean u,v,w tres veotores cualesquiera. Siempre podemos
ologir wna base ortonormads, de manera que

.
v = ta, +oa,
wexa, v ey o

WA(YAW) = pay A (oza, ~tza, +(ty-ax)
= —ptoay + B(ty-8x)(-a,) = px(ta,+say)- pi(xa+ ya s za;) =
= (uw)v - (av)w. Para faciliter la memoris, ms escribe:

unl(vaw) = I; “:_| (un)v = (uv)w.

Entonces se tie:

Identided do Tegrange.

Sean @,b,0,d cuatro vectores ouslesquiera. Se tien
(aab)(ond) = a(ba(oad)) = al(ba)e - (be)al = (bd)(s0)-
= (be)(ad). Se puede esoribir:

a0 ad
(aav)(ena) = |be N[

3 ANGULOS. ARRAS Y VOLUMENES.

Sean P(x,,¥,,%,) Q(x,,7,,%,) dos pmtos de wn espacio E
euclidiano, dados por sus coordenadas. la distancia |PQ| s la
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Lamgttua del veotor T, 6 sea: [(x;—x,)24(z,-3,) % (z,2)20E.
Para hallar el dngulo de dos rectas 1 y necesario ha-
llar vectores direccicnales respectivos. Si estos son:
W(py12;47) I V(py18,,7,), 61 dngulo viene dado por:
PiPa* 4435* TyTy

s R RO RT: ] (2).
(

I )

cos(1

Pare haller el dngulo de doe planoe, recordemos (pg.123,
Teor.4) que u(p,q,r) es W vector del plano vectorial 5° direc-
olonal del plano «: axbyrozsd = 0, =i y solo si:
ap + bg + or = 0. Ahora, en coordemias euclidisnas, ello signi-
f1ca que &(a,b,c) es un vector gemerador del 5' ortogonal a 52

s decir, un vector perpendicular al plano «. Se dice tambiem,
vector normal al plago.

Por 1o tanto, como el dngulo de dos planos es igusl al de
81 otro plano es «': a&'x+b'y+c'z+d'= 0,

sus vectores normal
o1 dngulo que forma con « viens dado por:
sa'+ bb' + cc!

con(e,at) = prCRCIe T 3).

40212 (ar 20 2t
51 un plano viene dado por ecuscién vectorial: Pyt tv sew

6 por ecuaciones paramétricas, se deduce un vector normal me-

diante: & = vaw (v. pg.123, férmula (6)).

EIERCICIOS:

5. Demostrar que un punto P pertemece al planc
81y solo si: (FP. v. w) = 0, 6 sea: PP = 0 (ecuacién
métrica del plano en un E euclidiano).

6. Hallar los dngulos que forma un plano dado, con los planoce
coordenados.

5 Pyrtveew

E1 dngulo que forma wns rects m y el planc «, es comple-
mentario del que forma la recta con un veotor mormal al plano.
Por tanto, 1 un vector direcoiemal de la rects es u(p,qa,r),

tieme

8p + by + or

) R .

a%+07+0?) ¥ (p%q %4r%)
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Distencia de un punto a wn plenc.

Sea P (x,,7,12,) 7 F:ax+ by+ oz +d=0. 5iesQel
P16 de la perpendicular de P, a N, y P un punto de N, la die-
tanoia |P,Ql es la longitud de la proyecoién de F ¥, sobre el
vector normal i, luego:

Jalx,x )+ B3,y )e o(s -z )| |mxpsby sz af
epte= (e2%?)? T

Interesa & veces saber si el trozo 0Q de perpendicular
4l origen 0 al plano K, estd por encima del plano Oxy (es de-
©ir, 81 0Q estd en ol semiespacio positivo de Oxy) 6 por deba-
Jo. Ocurrird 1o primero, si N corta & Oz en un punto de % posi-
tiva, 6 sea, s1: -4/ > 0, ¥ lo segundo si: -a/0 < O.

Ses T el vector wnitario 0Q/)0Q| , y(cos«, cosp , cos¥ )
sus coordenadas,’ que se escriben asi por ser los cosenos direc-
ores de 0Q; « = éngulo(0Q,04,), ete.. Entonces, si escribimos
10Q| = p, uwn punto P(x,¥,2) es del plano N, si y solo si:
OF.d=p, 6 sea:

X 008« + ¥ CO8p + = co8¥ - p = 0 (6)
que es una ecuscién impliocita de N, llamada ecuacién normal.
Para obtener la ecuscién normal cuando se COoroce una im-
plicite cualquiera: ax+by+oz+d = O, basta por tanto, dividir
por (s240%4c)?, 3 mtiplicar por -1 s1 4 fuese positivo.
'EJERCICIOS:
7. Hallar la distencia entre un punto y un plano dado por ecua~
ciones paramétricas, em funcién de los datos.
8. Hallar la distancis entre los planos paralelos:
ax+by+oz+d = 0 , ax+by+oz+d' = 0.
Ares de wn tridngulo.
En la definicién de producto vectorial uAv, vimos que
eu longitud es igual al drea del paralelogramo definido por u,v.
Se sigue que:
Area del tridngulo PiP,P, = #|F,F, AT Pyl (n.
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Yolumen de un tetraedro.

sison Py(x;,5;,%) (1=1,2,3,4) los vértices de m te-
trasdro, de la propiedsd 3* del producto mixto se dedus

gy
Volunen del tetrasdro PP,P.P, = z (P, PP, .FF,) =
1

1P3Er%y
N5

IR R ©.
1oxy vy on
TRy

Distanciss entre puntos y rectas.

Sea Pu(xn"n"‘n) v =m: P+ tu. Ia distencis de P s m,
1a altura desde P al lado opuesto del paralelogramo definido
por (F;F,, u). Por lo tanto:

: [FEan 1
Distancia P~ m = —g—— 9.

Ia dlstancis entre dos rectas paralelas se obtime camo
distancia de un punto de wma de ellas & la otra.

Sesn tinalmente, m: Pyt ta , m's Pyt 8V , dos rectas cua-
lesquiera. Se entiende por distancia entre smbas, sl valor:
nin.{{PQ| 3 P € B, Q € ' J. So sabe que ese dnimo es igual &
la distancia que bay entre los dos planos paralelos siguientes:
Plano que pasa por m paralelo a ', y plano que pasa por B' pa-
ralelo & =

Por 1o tanto, es igual @ la altura desds P, & la cara opuesta
el paralelepipedo definido por (P;F,, u, v), lusgo:
1FFy v V)|

Taavl

Distancia m-m' = (10).



EJERCICIOS:
9. Demostrer que si las rectas m,m' mo son paralelas, existe

una eola recta secante comin y perpendicular a smbas.
10. Probar que la minima distencia entre dos rectas que

cru-
zen, es la existente entre los puntos en que son cortadas
por la secante perpendiculer comin.

1. Dadas dos rectas que
dent,

cruzen, hallar los puntos prece-

).

12. Determinar puntos, rectas ¢ planos que eatisfagan a condi-
olones de distencia 6 anguleres dadas.

13. Detorntnar puntos, rectas 6 planos que satisfagan condicio-
nes de éreas 6 volumenes dados

14. Hallar el volumen de un poliedro dado.

(puntos centrale

LECOION 24

1 ESFERICA. CON RECTAS O PIANOS.

Lo que se expome en

a Leocin os aplicable oon my le-

ves cambios, al estudio de la cirounferencia en un plano eucli-
deo. Por ello, creemos que basta realizar el estudio de la su-

perficie eeférica.

Sea E un espacio afin euclidiano, en el que referimos todo
 un sistema de coordemades rectangulares.

Sea C(a,b,0) un punto dado, I un mimero real positivo,
P(x,7,2) un punto cualquiers, y escribamos: OC = w , OF = X.

E1 punto P dista r de C, s y solo it (X - w)’= x% ;
¢n coordenadas:

- 0% -0 (z-0? = ),
Por 1o que (1) se dice souseién implicita de la superficie es-
férica S de centro C y radio r, y la: (X-w)?= r% , ecuscién
yeotortal

51 tanemos 1a recta = do scusoién veotorial: X = B tu,
1los puntos commes & m y S vienen dados por los valores de t




m

que sean soluolcnes de la ecusoin:
(pgr = wPm 2, (30 28(p w4 2% = 2P,

donde: p, = TF, -
St 61 punto B, de

=a 2t(p o + ¥’ = 0 ().

portensce a S, (pg-w)°= r° , 7 5o tie-

Zas sclucianes de (2) son: %, = 0 , 1, =-2(pg-mw/a’; se
sigue que: 1°) una recta tiene a lo mds dos puntos comunes con
S, 2°) 1a recta m es tangente en P, 61y solo sl: %, = 0 <=
('po-'l)u = 0 ¢=> m es perpendicular al radio CE,

TEOREMA 1: Las rectas tangentes & S -nPo componen el pla-
20 d ecuacién: (X - p,)(py- W) = 0.

Demostracién: En efecto, segin lo que precede, si Po o8 un
punto de 5, la recta PP es tangamte o1y solo si:
(pn-').PﬂP =0, 6 sea, el punto P pertenece a una tangente en

, 81y solo si: OF = X verifica: (p,-w)(X-p,) = 0. <

DEFINICION 1: EL plano que forman las rectas tangent

en Py, se llama pleno tengente en P,.
Segin 1o enterior, tiene por ecuscién implicita:
(x2,)(x,78) + (3-7,)(7b) + (3-3,)(55¢) = 0 .

Para ostudiar la interssocidn de S oon m plano «, podemos
elegir el sistema coordenado de manera que el plano « sea el
z = 0. Entonces, la interseccién viene dada por el sistema de
scuaciones:
2e0, -0k @-n?arto? .
Teniendo en cuenta que |o|= distancia del centro C al pla~
0w, se sigue quc pueden darse los casos siguient
1) el <, 6 sea: r°= o® 0. Entamces, (3) es una oir-
ounterencia de centro (a,b,0) ¥ radio (r%-o2)¥. B plano « se

dice secant
2°) Jo = x , 12~ o% = 0; (3) define w solo punto
(2,b,0), y el plano « es el tangente en dicho punto.
3°) fe1 > ©, %= 0% < 03 (3) mo tieme solucién y el plano
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1. Demostrar que la ecuscidn: ex’+ey’ses’:2axs2bys2ozsd = 0
s 1a ocuscién de una superficie estérica si y solo si.
a%v%r0%- od > 0. Adends, doterminar el oentro y el radic.

2. Haller 1a ecuacién de une superfiole estérica deterninada
por datos diversos.

POTENCIA DE UN PUNTO RESPECTO DE UNA ESFERICA.

Sea como entes, la superficie esférica de ecumcién:
(x - w?= 1%, 3 7, un punto cuslquiers del espacio; OF,= p.
51 trazemos por P, una recta secante, y son P, P, los
puntos de corte con S, consideremos el mimero real cuyo valor
‘absoluto

IP,Pd .1 P, ¥ cuyo sigao es + 6 - segin que los
vectores PP, y F_F, sean del mismo 6 distinto sentido. Es
decir, el mimero igual al producto escalar: P P,.P F,.

TROREMA 2: E1 producto escalar: TF,.F.F, , solo depende
o 7, ¥ S, pero mo de la recta P P,.

Demostracicn: Ye vimos que 1os puntos de corte de la rec—
tam: X =py+ tu, con S, vienen dados por las soluciones im
5% 40 1a ecumoténs
+2a% 24(p,;

n+ gm0 (4).

Se tiene pug

Ty
BEy =t 3 BELEE, = 1y
tyty = [p,mm®- r°1/a® | uego queda:

2 2
i syl = (pm-
1o cual prusba la tesis. <>

TF, = po+ tu 3 PPy = tyu ,
Pero de (4) se sigue que:

(5),

2_ 2
DEFINICIOR 2: E1 mimero: (p,- w)°- r°, se llama potemcia
del punto P respecto de la superfioie esférica S.

o1 cusdredo de 1a dfstancia de
®, al contro C, se sigue de (5) que: si el punto es exterior,
1a potencia es positiva; si inteior, negativa; si conmtenido

Observando que (p,-




en s, 1a potencia es cero.

EJERCICIO:

3. Demostrar que 1 P es exterior y P P, es recta tangente a
S, 1a potencia de P, es igual el cusdrado do la distencia
de P al punto de comtacto.

E1 conjunto de puntos de S y de los interiores a S, se
1lema gsfers como sabemos. For breviar, diremos esfera S cusn-
0 no a6 lugar a confusin.

Plano redicel de dos esferas.

TEOREMA 3: El conjunto de 1os pumtos que tienen la mimma
wn plano. Se dice plano

potencia respecto de dos esteras,
radical de ambas.

Demostracién: Sehn S: (T-w2= 22, 511 (xw)?e 2
un punto P tiene la miems potencia respecto de Sy S', 81y
solo 51 OF = X cumpl

(xm?= 2= (w2 2, (o= (xow)?= 22 pi2

Pero el primer miembro de la Wltima igualdad es igual a:
(2X = w = w').(w'=w) , luego queda:
(X = dlwew))(wrom) =2 r12)/2 (6)
que es la ecuscién vectorial de un plamo. <>
De (6) se sigue que el plano radical de dos esferas es
perpendicular a la recta que une los centros, ya que:

Tor = w

EJERCICIOS:

4. Esribir la ecuscién implicita del plano radical (6).

5. Hallar el plano radioal de dos ssferss dadas por ecuscione:
implioitas cualesquiera.
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LECCION 25

1.CONICAS. EXPRESTONES COOHDENADAS.

Sea E un plano euclidiano, (x,y) wn sistema de coordena-
das rectangulares.

DEFINICION 1: Llamamos oénica del plano E, al conjunto de
puntos P(x,,7,) cuyas coordenadas constituyen solucién do una
ecuacién de segundo grado en (x,7):

5% 28,57 + 0y 2a0x 4 207 +

o = 0 ).
Do segundo grado implica que alguwmo de los costicientes
a4 # 0, pues 8170, 1a (1) serfs la ecuacitn de wa recta.
En lo sucesivo, indicaremos con X la matriz columna, tras—
puesta de [1 x yJ, y por tanto: X' = [1 x y]. Si ademde ponemos:

s, 8 8,
h=iey Ayt
%2 P12 %22
1a ecuseién (1) se pusde escribir en forma matrioial:
XX =0 ().

Notemos el cambio de notacién respecto de Lecciones ante-
riores (v. Lecoicmes 20 y 21), en que hemos usado expresiones

el tipo (2), pero donde: X' = [x',...,x"].

Matrices coordensdas de una cémics dads.

Se sabe que dos ecusciones tiemen las mismss soluciones
&1 ma de ellas se deduce de la otra mediante multiplicacién
por un mimero 4 0. Por lo tento, si A es matriz coordensds de
una oénics K en un cierto sistema coordensdo, tembien lo
©A (¢ #0) en el miemo sistema.

Por otra parte, si es: X = FX un cambio de coordenadas
rectangulares (esorito con la nueve notacién), 1s ecuacién (2)
transforna en: X'P'APX = 0 , luego la matriz P'AP es coor-
densds de X en el sistema X.

En resumen, el conjunto de matrices coordenadas de una
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cénica dada X, en todos los sistemas posibles de coordenadas
rectangulares, os:
B }B=cPAP , c € R, PEGE(3) 3 (M),
donde GE(3) representa el conjunto de matrices del tipo:
10 °
P =[5 cosr -semc
»? semx  cos«
BJERCICIOS:
1. Comprobar que el conjunto GE(3) es grupo oon la operacién
producto de matrices (grupo euclidieno de orden 3).
2. Provar que las clases (M) constituyen wna particién del con-
junto de matrices simétricas reales de orden 3.

2.PROPIEDADES APINES.

Con 1a forma (2) se facilita notablemente sl
las propiedades atines de la oénica, esto es, do las propieda-
des como canjumto de puntos de W plano afin resl.

tudio de

Intersecoin con una rects

Sea m una recta de ecuaciones paramétricas: x = X, +t(x,
¥ = 3+ t(5,-7,), detorninada por dos puntos P, (x;,3,) »
2,(x,,7,). Podenos escribir como ecuacién de m:
X=X, (s4t=1).
Entances, se ve que los puntos commes a m ¥ & la oémica
X do ecuseién (2), vienen dados por las soluciomes (s,t) del
ststema: (sXi+ Wy)A(SK+ X)) =0 , 8+t =13 68

2(XAx,) + 205(XAT,) + 2(IPX)= 0, st =1 (3)

donde

nan reunido los términos en st y ts, va que:
TjAX, = TX, , por ser A simétric
Los casos que pueden presentarse son:
1°) 1 sistema (3) no tiene solucién. Ia recta se dice
exterior a K.

2°) Existe al menos uma solucidn (s,,t,); no hay inconve-
nients en elegir el punto correspondiente como pumto P, con lo
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cual la solucién oitads
solucién, el sistema queda:
26(XjAX,) + H(THAL,) = 0, st = 1 ).

(1,0, ¥ XjaX, = 0. Exoluida esta

51 ademds: XjAX, £ O , el sistema (4) tiene una sola soluoién
(8,,%,) # (1,002 50ta 5o aice secan
3°) Existe la solucién (1,0) y ademds, en (4)
IjAX, = 0, kX, # 0. Entonces, ol sistema (4) tiens una sola
solucién, que es tambien la (1,0). Se dice que la recta es tan-
gente a K en P,, pues se comsiders que tiene con K dos puntos
contundidos en P,, el cual se dice pusto de contaoto

tiene:

comn
do m.
4°) Existe la solucién (1,0) y ademds, en (4) se tienme:
jAX, = 0 , XzAX, = 0. Entonoes, cualquier (s,t) 3 s+t = 1 o8
solucién, y por tanto, todos los puntos de m son de K es decir,
B CE. la recta se dice generatris de K.

S deduce que i P, es un punto de K tal que: XjA A(0), la
ecuacién: X{AX = O , da la unics tangente (6 gemeratriz) en P,.

TEOREMA 1: S1 K posee una generatriz, es igual a wn par
e rectas (distintas 6 confundidas).

Demostracién: Eleginos un sistema de referencia cuyo eje
Ox see la generatriz, lo cual siempre se pusde hacer. En dicho
eistens, 1a ecuaoién (1) se enula para (x,0) x cuslquiers,
luego: @,,= 8,= &= 0 , y 1a ecuacidn o

¥(28,,% + 8,7 + 28,

)9 4 30 que prusba 1a tesis. ©>

‘Punt

in 5.

En el caso enterior, un punto P (x,,y,) comin a las dos
(que serd tnico si son distintas), oumpl
0. Como shora e

o 0w
a=|0 0 s,
%2 %12 %22

0 comprusba faoilmente que: Xyh = (0), & Ax= (0).
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Ia propiedad: AX, =(0) mo depende del sistema coordensdo
elegido. En efecto, si se aplica un cambio cualquiera de coor-

denadas: x-vx.u-nm B=Pup, I =PX , luego:

B, = PUAPF X, = PUAX, = PU(AX,) = (0).

DEFINICION 2: Un punto P, (x,,¥,) tal que: X;a = (0), se
llama punto singular ¢ punto doble de K. Un punto no singular
se dice simple.

Para que exista elgin punto singular,
temente, que la matriz A no ses regular. En tal caso, la oéni-
ca se dice singular 6 degenerada; si por el contrario, A es re-
ular, la oénice se dice regular 6 mo degencrada.

TEOREMA 2: Una Tecta m que pase por un punto doble P,, 6

necesario eviden-

o5 tangente en P, 6 oo generstriz.
Demostracién: Bn efecto, si es P, otro punto de m, los
puntos comunes & m y K vienen dados Pur el sistema (3); pero
siendo ahora: XjA = (0), se sigue que los dos primeros coefi-
cientes de.(3) son cero, lo cusl nos conduce necesariamente sl
caso 3° 6 al caso 4° de interseccién. <>
COROLARIO 2.1: Cualquier recta que une un punto doble con
otro punto de la cénica, es gemeratriz.
E1 conjunto de los puntos dobles do uma 06—
de la niema.

llama yértic

EJERCICIOS:
3. Hallar la interseccién de wna recta y una cénica dadas.

4. Demostrar que el vértice de wna cénice, si exis:
" punto 6 una recta.

5. Eallar los centros de simetria de una ofmica dada.

3.ECUACTOR CANONICA METRICA. INVARIANTES METRICOS

E1 estudio de las propiedades de una oénica particular,

o5 evidente que se facilitard utilizando wns ecuscién 1o mds

sencilla posible.
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TEOREMA 3: Dada una cénics K, existe un sistema de coorde-
nadas rectangulares en el cual, la ecuscién de K es una de las
siguients

19) oz’ ey =1,0, 40 (s, 0 0 20,

20) o =2y FORES

3°) Progf=0 ,1zo,20.

Demostracién: Sea X'AX = 0 la ecuscién de K en un siste-
ma coordensdo inieial. Indiquemps con A*la matriz que resulta
46 A supriniendo 1a primers fila y colwma. Sabemos (v. PEASS,
Corol.11.3) que existe uns matriz ortogemal Q tal que Q'A*Q

s disgomal. Por ello, realizando el giro do ejes: X = PE ,
donde P* = Q, se tiene como nueva ecuacién de la oénica:
a2 8% 2byx - 2by - by = 0 ),

dande podemcs supamer [4,,3,) canénica (v. pg.157). Por hipé-
tesis es d, # O; si tambien d, # O, efectuamos la traslacin
e ejes: x =X+ b,/a; , ¥ =F +by/d, , resultando la ecuacién:

a2® s ayf =2, ().
S1 es : &, = 0, haoemos el cambio: x=%X4+/8 ,7=F, re-
sultando entonces: 4
ax® = 2vyy 4 4, .
Pueden darse tres casos posibles:
1°) 3, # 0 y sdends en (7) b, = 0. Entonces, dividimos
1a ecusoién (6) 6 (7) por 4, 7 si 4, es negativo, efectusnos
en (6) una permutacién de coordenades pars que queds o, 2 c,.
2°) Bn (7) b, A 0. Entonces, reslizance la traslacién de
ejes: x =% ,y=F~-4d/2b, , oon 1o cual la mueva ecuscién
s 1a (7) pero com 4 = 0. A oomtimuaoidn, dividimos la eoua-
o16n por by, ¥ 81 4,/b, es negativo, efeotusmos el glro de
ejes: x = X , y = -F.
3°) 8, = 0 ¥ ademds en (7) B, =
por -1y s 4o
para que los cumplan las

1 o8 necesario, mil-
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4e] enunciado. Pinalmente, dividinos la ecuacién por d,.

E1 teorema queda demostrado. <>

TEOHMMA 4: Si la ecuscién X'CK = O de una cénica K, e
una de las oitedss en el emunciado anterior, dicha ecuacién es-
4 deterninada univocamente por K.

Demostracién: Sea X'AX = O wna ecuacién dads de K. Sabe-
mos (v. pg.174) que: C = cP'AP , ¢ # O , P € GE(3). Se comprue-
ba fdoilmente que: C* = cQ'A*Q , donde Q = P* ortogonal.

Anora bien, por ser Py P+ regulare

sigue:
rang C = rang A , rang C* = rang A*. Eeto indica que A determi-
na el tipo de ecusoién C, ya que los tipos 1°, 2° y 3° viemen

caracterizados porque
menty

rang C - rang C* = 1, 2, 0, respectiva-

Por otra parte, notemos que en el paso de la ecuacidn A
& 1a ecuacién C realizado en sl Teorema precedente, si llama-
n0s B a la matriz de la ecuscién (5), se tien

1) 1a ecuscién secular de B* os la misma de A*, YA que:
B+ = Q'A*Q , donde Q es ortogomal. Por ello, 10s cosficientes
4,,4,, de (5) estén determinados por A.

2) Los coeficientes de x° o y° do C, son proporsiomales
& 108 do B.

Con 1o anterior, en el caso 3°, la ecuacién C queds per-
footamento doterninada.

n los otros dos casos, interesa notar que la ecuacién
cular de B es 1a nisma de A, ya que: B = P'AP , dando P o5 la
matriz de un giro de ejes, luego ortogonal. Siendo
JA = xIl = B - xI| , los coeficientes do la mima potencia do
x en ambos polinomios son iguale be que el coefi-
ctente do = en 14-x11 em: (-1)°7a, , dondo 4, es 1a sume
de 1os menores prinoipales de orden i de A. Por lo tanto,

Ay =3 (1=1,2,3).

Ahora bien, 1lemendo r al Tang A* = Tang B*, se tiene que

n ol caso 1°, a1 = 2: By= (-b,-b3/a,-b2/a,)a,a, = -a,0,a,

Pero




179

7 oomo: By = Ay, 86 migue: d, = Ay/-d,d, , luego queda deter-
minada la ecuscin (6) y por tanto 1a C. 84 r=1:
2
3, = (b~ v/4,)a, = - a4, , luego: 4, = A/-4; , ¥ 1a scua-
cién C queds definida.
2 2

o el caso 2°, By = - b3, , luego: b, = Ay-d; , ¥ la
ecuscién C queda determinada. <>

COROIARTO 4.1: En la clase (M) de las matrices coordenadas
(en sistemas reotangulares) de una cénica dada (V. pg.174), la
matriz C precedente es representante cenénico de la ola

DEFINICION 4: Ia ecuseién X'CX = O anterior, se dice
de 1a oénica K.

DEFINICION 5: Los coeficientes de la ecuacién canénice mé-
trica de K, 6 cualquier funcitn de ellos,
métricos de la oénica.

dicen invarientes

n de
o1 pérrafo siguiente, en cada caso particular.

EJERCICIOS:

6. Deda una ecuacién de una oénica en coordemadas rectangulares,
obtener la ecuscidn cenénica métrica.

4.CLASTFICACION APIN DE IAS CONICAS.

En virtud del Teorema 3 anterior, las ecuaciones canénicas
oitades representen todas las cénicas posibles, y en virtud del
Teorema 4, dos ecusoiones canénicas distintas mo pueden repre-
senter la misma oénica. De modo que, estudiando las cmicas da-
das por todas las ecuscianes canénicas posibles, veremos cada
oénica ma sola vez.

Haremos esto, pero agrupando las ecuaciomes con el siguien-
te criterio: colocaremos en la mimms clase las ecuaciones que
coinoidan en: rang C, rang C* y mimero de o, positivos. Como
estos tres mimeros son inveriantes en cambios de coordenadas
afines, la clasificacién obtenida se dice afin.
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KNotemos que las ecuaciones de la misma clase afin son del
mismo tipo (v. Teorems 3), ya que cada tipo viene caracteriza-
do por el nimero: rang C - rang C*. Por ello, iremos enumeran—
Qo las clases afines posibles, comenzando por las del tipo 1°,
después 2° y por dltimo 3°.

En fin, edvertimos que los coeficientes oy positivos
escribirdn en 1a forma: 1/a°, y los negativos: - 1/a%.

TIPO 1°)
Elipse: x7/a? + y/b% = 1.

Se trata de la comocida elipse, cuyo eje mayor es aqui
(0,5)(0,-b), ¥ ol menor: (s,0)(-a,0). 51 a = b, la elipse es
una circunferencia.

Hipérvola : x%/e% - y2/% = 1

s una hipérbola cuyo efe trasverso es (a,0)(-8,0), ¥ ou-

yos fooos son: (+(a%+32)1,0). 51 a = b, 1a hipérbola se aice
equildters®.
Elipse imaginaria: -x/a” - y/5° = 1.

No posee punto alguno; por tanto, carece de interés como
conjunto de puntos.

Par de rectes peraleles: x7/aZ = 1.
le distancia entre ambas es 2a.

Par do rectas paraleles imaginarias: - x7/a’ =1.
No posee punto alguno.

TIPO 2°)

Pardbola:

Es una pardbola cuye directriz es la recta: y = -a/2 ,
¥ foco: (0,8%/2).

120 3°)
Par do rectas secantes imeginerias: x° + y/b% = 0.

Solo poses el punto (0,0).
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Par de rectss secantes: 1’ - y%/b% =0.
E1 dngulo « que forman cumple: +g @/2 = b.

Recta doble xz = 0.

EJERCICIOS:

7. Comprobar en el caso de la elipse (hipérbola) que la sums
(aiferencia) de las distancias de un punto a los dos focos,

oconstante.

Comprobar en el caso de la pardbola, que las distancias de

un punto &1 fooo y & la directriz, son iguales.

LECCION 26

1.CUADRICAS. EXPRESIONES COORDERADAS.

Sea B un espacio euclidiamo, (x,y,2) un eistema de coorde-
nadas rectangulare

DEPINICION 1: Llamsmos cusdrica del espacio E, al conjunto
4o puntos B(x,,7,,2,) cuyss coordenadas comstituyen eolucién
de una ecuscién de segundo grado en (x,y,2):
8yt 8y7% 8332 28,0 + 28,32+ 20,78+
+2ax+ 20,7+ 2835 v ag= 0 (1)
En este pérrafo, indicamos oon X la matriz traspuesta de
1a [1 x y 2] y por tanto: X' = [1 x y 2]. 81 ademds ponemos:
a, 8 8, 8y
1 %11 %12 %43
%2 12 %22 %23
'3 %13 %23 %33
la scuscién (1) se puede esoribir en forma matricial:
X'AX = 0 (2).
Ia forma en que hemos desarrollado la Lecoién anterior so-
‘bre cénicas, aplicable al caso de cuddricas sin apenas va-
Tisecién, y por ello, en la Lecoién presente nos limitaremos a
exponer las ¥ los El deta~
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1le de repetir sbsolutemente todos los razomamientos, debe rea-
lizarlo el lector, como Ejercicio muy oomveniente para la com-
prensién del tema.

coordenadas de wns cuddrice dada.

E1 conjunto de las matrices coordensdas de la cuddrica K
aada por (1), en todos los sistemas rectangulares posible
{B }B=CcPAP, c €R, P €GE(4) }

donde GE(4) representa el conjunto de matrices del tip

Matrio

10 0 o
1

PelE, e o P* ortogonal directa;
)

»
GE(4) es el grupo euclidiano de orden 4.
2.PROPIEDADES APINES.

Con 1a forma (2) se faoilita motablemente el estudio de
las propiedades afines de las cuddricas, esto es, de las pro-
piedades cémo conjunto de puntos de un espacio afin real.

Intersecoién con wns rec

Si es m 1a recta determinsda por dos puntos Py (x,,7,,%,)
Pp(x,:7,12,), 108 puntos commes & m y & la cuidrica K de ecua-
eién (2), vienan dados por las soluciones (s,t) del sistema:

2(xs 0 2(xs = )
s2(TAX,) + 204(XjAL,) + +2(THAT,) = 0 , et = 1 (4).

Tos casos que pueden presentarse son:

1°) E sistema (4) no tiene solucién; la recta se dice

exterior a K.
20) E1 sistena posee wna solucidn, que se puede supomer
8 1a (1,0), es decir, que: XjAX, = 0 , ¥ que ademda:
TjAL, # 0. Entonoss, la intersscoién consiste en Py y otro pun-
0, 6 eu P, 8olo; 1a recta se dioe secant:
3°) XjAX, = 0 3 XjAX, = 0, pero: IzAX, £ 0. Entances, el
sistema (4) tieme la solueién (1,0) doble; la recta m se dice
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tangente en P, y este se dice punto de camtecto de m.

4°) Los tres coeficientes de la primera ecuacién de (4)
son nulos. Entonces, todo punto de m es de K; la recta se dice
generatriz.

TEOREMA 1: 51 P, es un punto de K tal que: XjA £(0), el
conjunto de tangentes y gemeratrices por P, compomen un pla-
no a.

Demostracién: En efecto, si la recta P‘Pa es tangente &
generatriz, hemos Visto que: XjAX, = O , luego: P, pertencce el
Plano « do wuacién: IjAX = 0.

Reciprocamente, si Pz € «, ello nos conduce al caso 3° 6

8l 4° precedentes, luego la Tecta EP, es tangente ¢ generatriz.<>

Notemos que la desigualdad: XjA £ (0), es independiente
4ol sistesa cotrdanado, por 1o cusl tiens sentido la siguiente

DEFINICION 2: Un punto P, (x,,,,2,) tal que: Xja # (0)
e dice punto simple de K. En el ceso contrario: LjA = (0) ,
61 punto se dice singuler ¢ doble.

51 wna cuddrica poses algin punto doble, se sigue eviden—
temente: [Al= 0. En tal caso, la cuddrics se dice singular, y
regular en caso contrario, es deoir, si A 1o es.

TEOREMA 2: Toda recta que pase por un punto doble P, 6
es tangente en P,, 6 es gemeratriz.

Demostracién: La misma del Teorema 2 de la Lecoitn antt
rior (pg.176).

COROLARIO 2.1: Cualquier recta que wne wn punto doble con
otro punto de la cuddrica, es gemeratris.

DEFINICION 3: El conjunto de puntos dobles de una ousdrica
50 llama yértice de la misma.

EJERCICIOS:

1. Hallar la intersecoién de una rects y ma cusdrics dadas.

2. Probar que la interseccién de un plano y uma ouddrica es va-
ofa 6 es una oénica.
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3. Probar que wna cusdrioa de ecuacién X'AX = O puede ser

singular y no temer puntos dobl
4. Demostrar que el vértice de una cusdrica, si existe, es un

punto, una recta 6 un plano.
5. Demostrar que si wna cuddrica contiene un plano, es igual &
un par de planos (distintos ¢ coincidentes).

3.ECUACION CANONICA METRICA. INVARIANTES METRICOS.

Para obtener las ecuaciones canénicas en el caso de cuddri-
cas, resulta my conveniente utilizar la notacin (x;,%,,x;) en
vez de la (x,7,2), y asi lo haremos en este pérrafo.

TEOREMA 3: Dade una cuddrica K, existe un sistema de 000r-
denadas rectangulares en el cual, la ecuacién de K es una de
las siguientes: .

o sl e
19) eyfewoala1 Lo d0 T
o) o2 2

20) opfe. b oal=2x , 0 A0 TR

°) o2 2 -

39) otk 0 xZ =0 L0 0 Loy =1,
donde la sucesién (oy,...,0,) @8 no creciente. Ademds, en los
+ipos 2° y 3°, el mimero de o, positivos es igual 6 mayor que
61 do negativos, y 61 s igual, o, + 0, 2 0.

Demostracién: Sea I'AX = O la ecuscidn de K en uwn siste-
ma coordenado inicial. Sabemos que existe una matriz ortogomal
Q tal que QUA%Q es diagamal; por tanto, realizando el giro
40 ojes: X = PX , donde P* = Q, se tieme como mueva ecuacién

do la cuddrica:
2 2
8 xj+e0t Q] = 2D,3 = 20X, 2byxy- By = O ),
donde: 4, £ 0, T2 1.
Efectusndo ahora 1a traslacién de ejes:
X =E 4v/0 (140), 1y =% @)
Tesulta la ecuscin:
2 2
L N N ) (),

-+ 2/a_ . Notemos que, como 3321,

2
donde: 4 = b+ b3/ +
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el segundo miembro tendrd 0, 1 6 2 términos lineal
En (6) pueden darse tres casos:
1°) Todo b =0 3 &0 # 0. Entonoes, dividimos la ecua-
©ién por d,, y después efectusmos una permutacién de coordena-
das para que queden 10s o, en orden no creciente.
2°) Algin b, # 0, que podemos suponer es b, ya que si
n0, basta hacer una permutacién entre las coordenadas x ., VEg
Después efectuamos la traslacién de ejes:

X o= E (AT, x = E

LW
+iene 1a sousoién (6) pero oo 4 = 0.

Anora, oansiderezos o1 mimero posttivo: b = (oF,; + ¥,
o0 dooir, o1 m6dulo do 1a (3-r)-tupla (b,,b,), oom do cual,
o1 segundo miembro de (6) se pusde esoribir:
20(b % /b4 dyxy/b) . Teniendo en ouenta que la (3-r)-tupla

(hN‘/h N h:/h) ‘tiene médulo 1, podemos tomarla como primera
fila de una matriz ortogonal directa M de orden }-r. Realizan-
4o puss o1 cambio ds coordemadas:
=% (40, EJ=ux] (>0
e tiene ocomo mmeva ecuscién:
2 2
Qx4 Qal = 2w, .
Anora, si el mimero s de 4, positivos es memor que el r-s
mltiplica la ecuscién por -1, se hace uns
permutacién de las coordemlas X,,X, para que queden los o, en
orden no orecients, y se realiza el cambio:
xR, o =X AN, xR,

4o negativos,

oan objeto de que s1 segmdo miemdro queds positive.

Andloganente se hard, si e (7) es: & = r-s (6 sea:
8,4, <0}y 4+, <0.

St 8> r-s , basta realiser wna permitacin de las coor-
denadas x,,x, pars que queden los cosficientes cusdréticos en
orden no oreciente

Pinalnente, se divide la eousoién por b.
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3°) Todo b, =0 ¥ ﬂu = 0. Si es preciso, multiplicamos
1a ecuscién (6) por -1 y efectusmos una permutacién de las co-
ordenadas 9eeerX, PATR que los coeficientes cuadrdticos cum—
plan las condiciones del emunciado. Finalmente, dividimos la
ecuscién por 4,.:<>

TEORENA Si 1a ecuscién X'CX = 0 de una cuddrica K es
una de les esoritas en el emunciado anterior, dicha ecuscién
estd univocamente determinada por K.

Demostracién: Sea X'AX = 0 una ecuscién dada de K. Pode-
mos repetir aqui 1o expuesto en el Teorems 4 de la Lecoidn 25
(v. 96.178), mustituyendo GH(3) por GE(W), (2,3;) por
a0y (297 por (2,...,22), nasta Liegar a:
A= (= 1,2,3,)

Ahora, en el caso 1°, como: h”.]- by =0, 1a suma B, ee
campone de un solo mencr que val
(=b, - ¥4, ¥2/a0a,. . .a ==, . .0,y stendo

3,

=, se sigue: d, = A ./-d,.

e a_ , luego queda deter-

minada la ecuaeidn (6) y por tanto la C.
o, - 2
Bn ol caso 2°: B, = <by ,d,...d, -b3d,.
dends menores principales de orden T+2 son mulo
1108 1 menos dos filss (y dos columas) proporoicnales. Camo
2,
B, = Ay + B0 sigue: 2= A /=d,...4_ , luego queda deter-
minada 1a ecusoién (7) ¥ con elle la C. <>

+ ya que los

por entrar en

COROLARIO 4.1: En 1a clase (3) de las metrices coordena-
dss ( en sistemas rectangulares) de wna cuddrica dads, la ma-
triz C precedente es representante canénico de 1a clas

DEFINICION 4: la-ecuacién X'CX = O anterior se dice
ecusoién canénica métrics de la cuddrics K.

DEFINICION 5: Los coeficientes de la ecuscin cendnics mé-
trics de K, 6 cuslquier funcién de ellos, se dicen invariente
nétricos de la ouddrics.

£ 20 pone de en cada




caso particular.
Es_interesante motar que esta Leocién es fdcilmente gene-
ralizable sl caso de "cuddricas” de wn espacio afin euclidianc
de dimensién n cualquiers.
BJERCICIOS:
6. Dada una ecuacién de uns ouddrica em ocoordemadas rectangula-
ros, obtemer la ecuscién candnica métrica.

4.CLASTPICACION AFIN DE LAS CUADRICAS.

Enumeramos & continuscién las clases afines posibles de
ocuddricas, siguiendo el mismo criterio utilizado en la clasi-
ficacién de las cénicas (v. pg.179).

Y usemos de muevo la notacién (x,y,z).

TIPO 1°) .
Elipsotde: x%/a? + y2/? + 5%/0% = 1.

Es una superficie que puede coneiderarse formada por las
elipses que tienen como eje mayor el (0,0,0)(0,0,-c), ¥ por eje
menor wn didmetro cuslquiera de la elipse: x/a” + y°/b° =1 ,

z=0.
Si a = b, el elipsoide se dice de revolucidn en torno del

eje 0z; las elipses anteriores son todas iguales (meridiancs)

cantes perpendiculares al eje Oz

¥ las secoicnes por plancs
son oircunferenoias (paralelos).
Sia=Db=o, el elipsoide

wns superficie esférica.

Eiperboloide slabeado: x7/a’ + y2/b% - 2%/0? = 1.

Es una superficie que puede considerarse formada por las
hipérbolas que tiemen por eje no transverso el (0,0,ic)
(0,0,~1c), ¥y por eje transverso un didmetro de la elip:
2%/a% + 321 = 1, 5 = 0 (olipse de garganta).

Si a = b, el hiperboloide se dice de revolucidén en torno
de 0z; las hipérbolas antedichas son iguales y las secciones
por planos 8l eje Oz son
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Edperboleide ordimario: x%/a” - /% - 5%/0% = 1.
Se trata de una superficie que puede considerarse formads
por las hipérbolas que tienen como eje transverso el (e,0,0)
(<8,0,0) 7 que cortan & la elipse: 37/b% + 52/0% = 3, x = Za.
51 b= o, el hiperboloide se dice de revolucién en tormo
del eje Ox; las hipérbolas precedentes son iguales y las
nes por planos secantes normsles al eje son oircunferenoiss.

00io-

Ko posee punto alguno; por ello, carece de interés como

conjunto de puntos.

Cilinaro elpico: x%/a” + y2/6% = 1.

Es una superficie que puede considerarse formada por las
elipace: x2/a2 + y%/b% = 1, 2 = oomstante; 6 tambien, por las
rectas paralelas a Oz y que corten a la elipse:
x2/a2 4 ¥/P =1,z =0,

Sia =D, el cilindro es de revolucién en torno de Oz.
Cilindro hipervélico: x%/a’ - y%/o% = 1.

Auélogo al antericr, sustituyendo elips
por _‘2_ No puede ser de revoluciénm.
do: - lelz - ,EAZ =1.
punto alguno.

Par do plenos paralelos: x°/a” = 1.
la aistancia entre abos es 2a.

por hipérbola, ¥

2

b3

Par de plancs paralelos oa: - x%/a? = 1.
punto alguno.

Paraboloide eliptico: x7/a’ + y%/b% = 2z

Es une superficie que puede considerarse formada por las
22/e? + ¥% = 262 | = 4% (¢ constante).

51 e = b, el paraboloide se dice de revolucién en torno
g6l ofe Oz; las elipaes anteriores son circunferenciss.

elipse
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Parabolotde hiperbélico: x°/a’ - y*/b% = 22.

Superticie que puede considerarse forada por las hipér-
volas: x%/a? - y%/%% = 2t , 5 = % (% constante); para t > 0
o1 ofe transverso es paralelo a Ox, y pars ¢ < O paralelo s 0y;
para t = 0 1a hipérbola o es tal sino un par de rectas.

Cilindro paradélico: x%/a? = 2.
Superficie formada por las pardbolas: x/a’ = 2y , % = cons
tante; 6 tambien, por las rectas paralelas a Oz y que corten a

1a pardbola: x%/a® = 2y , % = O.

TIPO 3°)
Cono_cuddrico o 2 + 21?4 2%/0?

Solo poses el punto (0,0,0).

=0.

Cono ouddrdco: x* + y2/b? - 2%/e% = 0.

Superficie formada por las rectas que pasan por el punto
(0,0,0) ¥ cortan a 1a elipse: x° + y2/b% = 1, 2 = o.

Si b =1, el cono es de revolucién en tormo de Oz.
centes toa: x° + y/b° = 0.
la recta: x =0 , y = O.
Par do =2 - y2n - 0.

E1 dngulo « que forman es tal que: tg «/2 = b.

Per de planos

Solo pos

Plano doble: xz = 0.
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¥E DE KRRATAS
Ldn. Dice Debe decir
-3 partes de B, partes de B, ninguna vacia,
18 [b ) eRb) b | vRa}
11 la familia de Bl conjunto e
6,8 cote extramo
-12 una parte S do G uma parte S (no vacis) de G
-3 tiene inverso en S. tieme imverso en S. Ahpra, si
aybomdeS, ayb  sonde
S, luego &b es de 5.
-2 (% )
<10 subgrupo invariante subgrupo
-9 subgrupo subgrupo invariante
7 sb. sb, siendo &b = ba.
1 relacién * relacién |
4 oo inversible.  es imversible, 4°) 0 £ 1.
-1 suprinir esta linea.
7 sfiadir: 3°) +.0 = 0.
8 5. 50...05
11 proyeccién p a wna aplicacién p
11 tanbien tembien
2 M(n) —> Eaa(V)  End(V) —> H(n)
5 ar =t ar = ary
6t ']
8 (6) (5)
=12 (s+t=1) (s+t=1,820,t20)
5  SEMIPLANOS SEMTESPACTOS
15 Desde luego, Desde luego, sip < n,
5 (8y%,) £ (1,0).  (sy,%,) £ (1,0) 6 ninguma.
-5 2axe 20,7+
-5  Palta probar que todo subgrupo S de Z es un Zp.
-11,-12 suprimirlas.
1 fad= £(a) [a] = (2
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